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Cabri usado como una herramienta de mediacion del
conocimiento en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas

Colette Laborde
University Joseph Fourier and Institute of Teacher Education, Grenoble, France
Plenary lecture at Iberocabri 2004

The use of technology is nowadays often strongly recommended by institutions and curricula.
But on the one hand it turns out that a large part of mathematics teachers remains reluctant of
integrating technology into their teaching (Guin & Trouche 1999). On the other hand several
investigations of students using technology that have been carried out over the past ten years
show that students do not learn from simply interacting with technology. The design of
adequate tasks, the role of the teacher plays a critical role in the success of integrating
technology (Lagrange et al. 2001).

In this talk, we attempt to argue that it is possible
- to make use of technology for organizing good conditions fostering learning

- but that this organization must be based on several analyses, a mathematical analysis
of the notions to taught, a cognitive analysis of the possible difficulties of students in
learning mathematics but also in using technology.

1. The nature of mathematical objects and the crucial role of
representations

As so often stated since the time of ancient Greece, the nature of mathematical objects is by
essence abstract. Mathematical objects are only indirectly accessible through representations
(D’Amore 2003 pp.39-43, Duval 2000) and this contributes to the paradoxical character of
mathematical knowledge: "The only way of gaining access to them is using signs, words or
symbols, expressions or drawings. But at the same time, mathematical objects must not be
confused with the used semiotic representations" (Duval, ibid., p.60). Other researchers have
stressed the importance of these semiotic systems under various names. Duval calls them
registers. Bosch and Chevallard (1999) introduce the distinction between ostensive objects
and non ostensive and argue that mathematicians have always considered their work as
dealing with non-ostensive objects and that the treatment of ostensive objects (expressions,
diagrams, formulas, graphical representations) plays just an auxiliary role for them. Moreno
Armella (1999) claims that every cognitive activity is an action mediated by material or
symbolic tools. Kaput and Schorr (2002, pp.28-29) claim that the development of algebra in
the history of mathematics was made possible by an entirely new mode of thought
“characterized by the use of an operant symbolism, that is, a symbolism that not only
abbreviates words but represents the workings of the combinatory operations, or, in other
words, a symbolism with which one operates.”

The activity of solving mathematical problems, which is the essence of mathematics, is based
on both an interplay between various registers and treatments within each register. Each
register has its own treatment possibilities and favors specific aspects of the mathematical
activity. Besides registers, individuals may have recourse to tools for performing a
mathematical activity and namely over the past years the recourse to technology has become
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very important in various domains of mathematics. Tools allow operating on mathematical
objects in specific registers, a tool making use of one or several registers. For example, Derive
has mainly recourse to symbolic expressions but also to graphical representations in
coordinate geometry. Dynamic geometry software as Geometer Sketchpad or Cabri-geometry
are intended to draw variable geometrical diagrams on the screen of the computer but for
example Cabri is also providing menus and feedback messages in natural language as well as
dynamic markers such as blinking lines or points.

It 1s important to stress that the semiotic registers of these technological environments may
deeply differ from what they are in a paper and pencil environment. It is especially the case
with dynamic geometry software that offers diagrams of a very specific nature: variable
diagrams that can be continuously modified while keeping their geometrical properties when
dragged. The direct manipulation of diagrams has a visible spatial effect but has also a
mathematical counterpart. The operations performed within the register of dynamic diagrams
(that Duval calls treatment) have thus a specific nature and this leads to two assumptions that
are currently shared by various research works and supported by empirical research. They will
be presented in the next section.

2. Mathematical knowledge and instrumental knowledge

Two main hypotheses underlie our analysis of the role of technology in the learning and
teaching processes.

First hypothesis: We assume that a tool is not transparent and that using a tool for doing
mathematics not only changes the way to do mathematics but also requires a specific
appropriation of the tool. In the last decade, some psychologists (Vérillon & Rabardel, 1995)
have shown through empirical research, how the tool (also called artefact) itself gives rise to a
mental construction by the learner using the tool to solve problems. The instrument, according
to the terms of Vérillon and Rabardel, denotes this psychological construct of the user: "The
instrument does not exist in itself, it becomes an instrument when the subject has been able to
appropriate it for himself and has integrated it with his activity." The subject develops
procedures and rules of actions when using the artefact and so constructs instrumentation
schemes and simultaneously a representation of the properties of the tool. A scheme must be
understood as an invariant organisation of actions in a given class of situations. The notion of
instrumentation scheme refers to an invariant organisation of actions involving the use of an
artefact for solving a type of tasks.

Second hypothesis: tools like those offered by information technology embed mathematical
knowledge (as for example already visible in Cabri from the denominations of menu items —
perpendicular bisector, parallel line...—) and the use of such tools requires the integration of
both mathematical knowledge and knowledge about the tool.

An example of instrumentation schemes

Let us illustrate this claim with the example of the construction of a parallelogram in Cabri.
Students are given two segments AB and AD and they are asked to construct the
parallelogram ABCD. In a compass and ruler construction in paper and pencil environment,
students would use a strategy based on the congruence of opposite sides. But in Cabri, almost
all students use the strategy of constructing parallel lines to the given segments in order to
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obtain the fourth vertex C. It illustrates very clearly how much the preferred strategy is linked
to the domain of efficiency of the tool. Constructing parallel lines in paper and pencil would
be more tedious since the ruler and compass construction of a parallel line to a line is based
on the construction of a parallelogram. In Cabri, the tool parallel line is available and students
have a spontaneous recourse to it since the typical feature of a parallelogram for students is
the parallelism of the sides. After parallel lines and point C are constructed (Fig.1), then the
two additional sides (or the polygon) have to be constructed and parallel lines must be hidden
(Fig.2). In this sequence of actions, called by Verillon and Rabardel (1995) scheme of
instrumented action, are intertwined both mathematical knowledge and knowledge of how to
use the tool for fulfilling the task to produce the dynamic diagram of a parallelogram. The use
of the tool affects not only the choice of the construction strategy but also the actions to be
done. In Cabri, segments have to be constructed since a segment cannot be obtained as a part
of a line (Fig.3).

Fig.1 Fig.2 Fig.3

The mathematical knowledge of the user is thus another critical factor affecting the type of
strategy that is used. Students are often successful in constructing a parallelogram in Cabri by
obtaining the fourth vertex as the intersecting point of lines parallel to the given segments.
But the teacher may expect another strategy, the use of a central symmetry around the
midpoint of segment BD. This latter strategy is valid even when the parallelogram is “flat”
whilst the former one would not provide a flat parallelogram. The central symmetry strategy
is shorter than the parallel line strategy since the parallel lines have not to be hidden in order
to make visible the only parallelogram. The scheme of instrumented action in Cabri attached
to this strategy differs from the preceding one and clearly depends on mathematical
knowledge. It involves the invariance of a parallelogram under central symmetry, a
geometrical property which is not operational in a paper and pencil environment for
constructing a figure. It is generally not proposed by students and must be introduced by the
teacher. An instrumented task can thus be the source of reinforcing or introducing knowledge.
This is an important issue related to the integration of technology into teaching.

As described above, a scheme of instrumented action involves actions directly linked to a
specific use of the artefact. For example, in Cabri, in order to construct a parallel line to a
segment, the user has to perform a sequence of elementary actions, selecting a menu, pulling
down it, selecting the tool in the menu, showing a point and a line. Each of these actions
requires the move of the cursor by using the mouse and clicking. The user has also to
construct an invariant organisation attached to the sequence of these elementary actions. Such
an organisation is called scheme of usage by Rabardel. A scheme of instrumented action
involves several schemes of usage. The design of interface certainly affects the construction
of schemes of usage. However mathematical knowledge is also involved in a scheme of
usage. Below are presented two schemes of usage in Cabri requiring a functional view of a
geometrical object, i.e. a conception of geometrical objects as a function of other objects.
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At middle school or even high school, students do not have such a conception and therefore
may encounter difficulties in using tools of DGE'. Constructing parallel lines in DGE requires
for example designating with the mouse two elements of which a parallel line is function of,
the direction (i.e. a line) and a point through which the parallel line is passing. Very often the
students working with Cabri we could observe at middle school or even high school showed
the direction and were waiting for the parallel line to be drawn and did not understand why
the computer did nothing. After a while they clicked anywhere in the screen and more than
often they clicked on the line giving the direction. The obtained parallel line was thus
coinciding with the line and could not be seen unless the cursor came close to the line and an
ambiguity message was displayed “What object?”. Understanding this message requires being
familiar with the ambiguity notion in Cabri, i.e. a sophisticated knowledge of the tool. Very
often students do not understand the situation they have created and a solution can be found
only with the help of the teacher.

Another example can be given with the construction scheme of the midpoint of a segment.
Very often the beginners show the position of the midpoint to ask the computer to construct
the segment whereas they could show any place on the segment since the midpoint is defined
as a function of the segment in a DGE and not as a spatial object.

The interface can make students aware of the necessity of showing the variable elements the
object to be constructed is function of. Taking into account this difficulty of students, the
designers of Cabri-junior (on the TI 83 Plus or Silver and TI 84) decided to display under the
form of a dotted object the temporary spatial position of the geometrical object to be
constructed. This temporary position is determined by the first variable element already
shown by the user and the current position of the cursor. When the user clicks the final
variable element defining the object to be constructed, this latter object is displayed in the
usual way (Fig.4). This new interface continuously informs the user and avoids the reaction of
students saying that machine is not working.

=]
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Fig.4 — The interface of the construction of a parallel line to a line in Cabri Junior

Briefly speaking, solving mathematical tasks in a technological environment requires two
kinds of knowledge, mathematical and instrumental. Most of time, especially because ICT
used in the teaching of mathematics embeds mathematics, both types of knowledge interact in
the use of technology.

At the beginning of the use of dynamic geometry, research has been devoted to investigate
how students solved tasks using dynamic geometry. Even if the instrumental dimension was
not taken into account, these investigations showed how the solving processes were
intertwined with the features of the environment that were not necessarily mastered by the
students.

"' In the paper DGE denotes Dynamic Geometry Environments
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The drag mode was one of the very specific features that has been investigated. Holzl (1996)
identified the "drag and link approach" in students' construction processes of Cabri diagrams.
Students relax one condition to do the construction and then drag to satisfy the last condition.
They obtain a diagram visually correct and want to secure the diagram by using the
redefinition facility of Cabri. But often it does not work because of hidden dependencies that
are not considered by students. As said above, they often are not aware of functional
dependencies between objects. Although Ho6lzl does not refer to instrumentation, this “drag
and link approach” would be called an instrumentation scheme in terms of Vérillon and
Rabardel. The students constructed an instrumentation scheme not compatible with the
functioning of Cabri. Arzarello, Micheletti, Olivero, Robutti, Paola, and Gallino (1998 a & b)
identified different kinds of dragging modalities that were not all referring to an organized
experimentation: “wandering dragging,” “lieu muet” dragging, and dragging to test
hypotheses. Wandering is just moving without a predefined aim for searching for regularities
whilst Lieu muet dragging refers to dragging in such a way that some regularity in the
drawing is preserved. The dragging to test hypotheses obviously presupposes that regularities
have already been detected which are not systematically tested. Goldenberg (1995) notes that
often students do not know how to conduct experiments and are unsure what to vary and what
to keep fixed. Thus a student’s purposeful move from wandering dragging to lieu muet
dragging represents a cognitive shift.

From these investigations, it appears that the power of the drag mode in exploration was not
spontaneously mastered by students. It may also happen that the variability introduced by
drag mode made the task more complex. Students learned from the complexity brought by the
computer environment that offered to them another window on mathematics (Noss & Hoyles
ibid.). This point of view was supported by several researchers (CAS used as a lever to
promote work on the syntax of algebraic expressions Artigue, 2002, p.265, Lagrange 2002,
p.171, or DGE as assisting pupils to explain the properties of a thombus and to distinguish
them from those of a square, Hoyles & Jones 1998). The purpose of the following section is
to present some examples of situations making a deliberate use of the interaction between
instrumental and mathematical knowledge. They are based on the vygotskian idea of semiotic
mediation and of internalization process.

3. The medium role of technology for teaching mathematics

The idea of internalization process is not new and was present in the Vygostkian theory of
semiotic mediation and of tool. Vygostky considered that signs and tools belong to the same
category of mediators of human activity and as such are fundamental elements in the process
of constructing concepts. He coined the difference between technical tools and psychological
tools (that he also called signs) by considering their respective functions. The function of a
technical tool is externally oriented and helps acting on the outside environment to change it
whereas the function of a sign is internally oriented and contributes to change the mental
constructions of the individual. Vygostky described the internalization process as a process
transforming a technical tool into a psychological tool.

This Vygostkian approach has been adopted by Bartolini Bussi and Mariotti (1999) for
artefacts or computer environments (as described in Mariotti 2002). In the case of CAS and
DGE incorporating mathematical knowledge, it seems possible that teaching contributes to
the internalization process from the external tools offered by the environment to the
construction of the meaning of the mathematical concept. This has been done by Mariotti
(ibid.,p.713) about the notion of geometric construction by using the external tools, drag
mode and history command of Cabri. As told by Mariotti, “the temporal sequence of the
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constructions’ steps represents the counterpart of the logic hierarchy between the geometric
properties of a figure.” “The availability of an external tool referring to the procedure of the
construction in its temporal sequence very often contributed to the production of a description
and a correct justification of a construction.”. But as argued by Lagrange (2002, chapter 3)
about the use of CAS, the design of the tasks proposed to students is critical in order to foster
a conceptualization process. The task must introduce a problem that can be appropriated by
the students and be experienced by them as a real problem that they attempt to solve by
involving knowledge and not for meeting the expectations of the teacher —corresponding to
what Brousseau (1997) calls adidactical situation—.

At university level, the notion of differential equation linked to the derivative viewed as a
function of two variables

The drag mode was used by Moreno Gordillo (T14 IberoCabri, 2003) and Arslan (2003) as a
counterpart of the functional link between the derivative and the variables x and y in a
differential equation of first order. A first order differential equation involves two kinds of
functions, the function y’ with variables x and y, and the functions solutions of the equation.
Students usually know how to cope with differential equations, only when they are able to
solve them in the algebraic setting through a taught algorithm. Therefore they only consider
the second kind of functions when there is an explicit expression and are not aware of y’
being a function of x and y. Dynamic geometry allows to construct and represent a variable
tangent vector to a solution of the equation and from the observation of the variation of a
tangent vector to state some properties about the variation of the solutions. This requires an
algebraic interpretation of the graphical behavior of the tangent vector; such an interpretation
is not spontaneous for the students. The task designed by Moreno and Arslan consisted of
giving a variable tangent vector on the screen of Cabri and of asking the students to select the
appropriate differential equation from a given list of 7 equations. Students had to produce
themselves the relevant variations of the variable vector to infer some algebraic properties
satisfied (or not satisfied) by the differential equation. The equations of list were depending of
an unknown positive parameter avoiding any numerical strategy: calculation of the slope at a
point or constructing the graphical representation of an approximate solution. The favorite
strategy of the students was to use the tool Trace and by dragging the variable vector to guess
the family of solutions from the apparent shape of the curve and then to match it with the
corresponding equation. But not all equations were “solvable” and students had to move to
other strategies based on the study of the graphical behavior of the tangent vector: sign of the
slope, invariance of the vector along a horizontal or vertical direction implying that y or x
were absent from the equation. Students had to construct the scheme of instrumented action of
finding whether y’ was a function of x or y by dragging the vector along a direction parallel to
the axes. Obviously this scheme is linked with a conception of y’ as function of x and y.

At secondary school level, a pointwise conception of figure and geometrical transformation

An example related to the learning of a pointwise approach of geometrical transformation will
be given below as an illustration. Two points of view are useful in the use of geometrical
transformations: a global point of view and a pointwise point of view. The former allows the
use of conservation properties about figures: a reflection transforms a straight line into a line,
a circle into a circle, two parallel lines into two parallel lines. The latter allows to determine
or to construct the image of figures that cannot be reduced to simple figures the image of
which is known. It is also useful when no global property is available about the
transformation. In both cases, a fundamental property is used: a figure is a set of points. This
conception of figures is far from natural for students beginning high school. The problem is
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that it is not operationally practical in paper and pencil environment. But it is possible in
Cabri to define a transformation with a pointwise approach: the transformation is a
macroconstruction which provides a point when the initial object is a point. Obtaining the
image of a figure is done by using the tool Locus on the image of a variable point of the initial
figure. The creation of a variable point on the initial figure and the use of Locus are the
external counterpart in Cabri of the following definition based on a pointwise approach of the
figure and of the transformation: the image of a figure is characterized as the set of points
images of the points of the initial figure. Jahn (2000) made use of this possible mediation in
Cabri of a pointwise approach in a teaching sequence in a grade 10 class. An unknown
transformation X was given as a black box (a macro construction providing the image of any
point). It was actually an oblique symmetry. Students had to determine how to construct the
image of a point by exploring the effect of the macro-construction. All succeeded. Then they
had to find the image of a circle under transformation X. As this latter did not preserve length,
the only way to construct the image was to obtain it as a locus of a variable point of the circle
(Fig.7). Cabri could offer visual feedback showing that a circle could not be the image of the
initial circle. A point on the initial circle did not have its image on the supposed image circle.
The task offered good conditions for the construction of a solution by the students.

P P

HMAIN DEG AUTO FUNC

Fig.7 — Locus of the image P’ of a variable point P moving on a circle

In this sequence, it was intended to mediate the pointwise approach to geometrical
transformation through the tools macro-construction and Locus. However, although the tool
Locus was already introduced in the teaching sequence, its scheme of usage was not yet
constructed by the students. “They had great difficulties in understanding the order in which
the inputs should be selected to successfully apply the Locus tool” (Jahn, ibid., p.I-101). But
on their own they had recourse to the tool Trace and produced the trajectory of the image of a
variable point of the circle. Then the teacher intervened to favor the move to a mathematical
interpretation of their actions in Cabri under the form of the pointwise characterization of the
image mentioned above. He reinforced the use of tool Locus with the arguments that a trace
cannot be saved whilst a locus can or that a trace cannot move when the initial circle moves.
The scheme of usage of Locus required the construction of a mathematical meaning of the
pointwise view of the notion of image. 4 contrario this meaning was constructed by means of
the mediation of image by the combination of the drag mode and the tool Trace (another
scheme of usage). Then when other transformations were presented to students of this class,
even outside the Cabri environment, from themselves they claimed that it was necessary to
check whether the transformation preserves collinearity or not. This was a sign of the
internalization process of another point of view than the global one, and very likely of a
pointwise approach (as stated in further activities). This example highlights the embedding of
mathematical and instrumental knowledge. It also shows the importance of the role of the
teacher.
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The interventions of the teacher are essential for making possible the construction of a
correspondence between mathematical knowledge and knowledge constructed from the
interactions with the computer environment. Because as pointed out by the instrumentation
theory, the meaning constructed by the student when using the artefact, may differ from what
is intended by the teacher, the interventions of the teacher are critical to let the meanings
evolve towards culturally shared meanings of mathematical knowledge. This may be done by
using collective discussions in classrooms as proposed by our Italian colleagues (Bartolini
Bussi & Mariotti, ibid.).

Below are reported two teaching experiments based on a semiotic mediation process.

The first one deals with the notion of operative status of a statement in a deductive step
(hypothesis or conclusion). The second one deals with the notions of independent and
dependent variables as well as the notion of graph of a function.

In both experiments, the design of tasks in the technology based environment fulfills a double
role,

- contributing to the construction of a priori expected instrumentation schemes being the
counterpart of mathematical objects and operations

- proposing problem situations for which a specific aspect of the notion to be taught
which is object of teaching is a solution means (adidactical situation in terms of the
theory of didactical situations, Brousseau 1997).

Mediation of the operative status of a statement in a proof in Cabri Junior
Duval (1991) analyzes a deductive step in a proof as made of three parts
- the premises or hypotheses

- the rule of inference (theorem or definition taken from a corpus accepted by the
community in -and for- which the proof is done)

- the conclusion.

He also pointed out on the function (called by Duval operative status) of a statement in a
proof. A statement in a step may have the function of hypothesis or of conclusion but in both
cases the epistemic value of the statement is true. This is why it is so difficult for students to
assume for a while that only the premises are true whilst the conclusion cannot be considered
as true. It is difficult for students to accept that what is important in a proof is not the truth of
a statement but its operative status (given in the data, proved and thus being part of potential
premises, not yet proved).

As a consequence students often do not see a difference between a theorem and its converse,
both referring to the same objects and the same relations. They do not understand the function
of hypothesis and of conclusion in the statement of the theorem and therefore are not able to
distinguish between hypothesis and conclusion as often noticed by teachers.
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The drag mode of dynamic geometry can be used to introduce two critical aspects for
understanding the distinction between hypothesis and conclusion:

- a dissymmetry in action that allows to make the distinction between hypothesis and
conclusion

- the variation that transforms the static truth into a dynamic phenomenon in which the
consequence of the action becomes true when conditions are satisfied.

Example in Cabri-Junior (Fig.8)

Construct any quadrilateral ABCD (more general hypothesis), its diagonals and the midpoint of each diagonal.
Drag any vertex A, B, C or D so that the midpoints are coinciding (variation of one element in order to obtain an
additional condition). The focus of the control is on the superimposition of the midpoints.

The visible effect is the change of shape. The obtained shape is a parallelogram.

Fig.8 — Dragging vertex D in a quadrilateral until making midpoints of the diagonals coinciding

Changing the condition on an object by dragging it (here the diagonals), implies a visible
change on other objects (here the parallelogram). The condition is what the student is directly
changing. The visible effect is the result of the implication. The condition plays the role of the
hypothesis. The effect plays the role of the conclusion. The link between condition and effect
introduces a causal effect oriented from the hypothesis to the conclusion.

A teaching experiment was recently conducted with 8" graders (13-14 years) in France
(Coutat 2003). An initial test was given to all students of the class in order to select a sample
of 10 students who do not distinguish a theorem and its converse. The ten students were then
faced with tasks to be done in Cabri Junior. They worked in pairs. Then final tests were given
to the whole class about the same topic.

In the initial written test, students had to group the statements referring to the same theorem in
proposed statements in two cases: the midpoint segment theorem and the right angle inscribed
in a circle. As an example, let us present the first question about the midpoint segment
theorem.

“ Draw a triangle ABC and M the midpoint of side [AB]. Draw a line passing through M and parallel to
side [BC]. What do you notice?

Among the following properties, indicate those which seem to correspond to the displayed property. Justify
your choice.

- In a triangle if one draws the parallel line to a side passing through the midpoint of another side, then this
line is passing through the midpoint of the third side.

- In a triangle a parallel line to the third side is passing through the midpoints of the two other sides.
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- In a triangle, the line passing through the midpoint of a side and parallel to a second side intersects the
third side into its midpoint

- In a triangle, if a line is passing through the midpoints of two sides, it is parallel to the third one.”

About one third of the students thought that all statements were the same or that statements 1,
3 and 4 were the same. Very often no justification was given or students wrote that all
statements were true.

Then the selected students worked in pairs under the guidance of an experimenter in an one
and half hour session. They were given two kinds of tasks: formulating a theorem from
manipulations in Cabri Junior and associating manipulations in Cabri Junior to the statement
of a theorem.

Tasks 1

“Create a triangle ABC then construct the perpendicular bisector of [BC]. Then construct the altitude of
triangle ABC passing through A.

What manipulation do you have to do to make the perpendicular bisector coinciding with the altitude? What
is the consequence of this manipulation on triangle ABC?

Formulate in terms of if...then the corresponding property.”

“Create a triangle ABC, draw two perpendicular bisectors of this triangle then the circumscribed circle of
the triangle. What manipulation do you do in order to make the centre of the circle coming onto a side of the
triangle?

What becomes the triangle?

Formulate a theorem under the form If... then that you can associate to the manipulation that you have
done.”

Tasks 2

“If a parallelogram has a right angle, then it is a rectangle”

What manipulations can be associated in Cabri Junior to this statement in order to make apparent the
distinction between hypothesis and conclusion ?

“A quadrilateral with two opposite sides parallel and equal is a parallelogram.”

Same question

After each task the experimenter intervened to point out the link between hypothesis and
actions and the link between conclusion and the consequence of the actions and proposed the
converse theorem in which students were asked to find hypotheses and conclusions by
evoking the action on Cabri.

The drag mode is the key element in the mediation process offered by Cabri Junior. It allows
to start with a diagram not satisfying the conditions (this is quite impossible in paper and
pencil environment) and to act on the diagram to make it satisfying one (or several)
condition(s). The dynamic change of the diagram makes visible the effect of the condition. In
tasks 1, students must produce formulations at two levels:

- at the level of actions and manipulations

- at the theoretical level in mathematical terms.
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These tasks are intended to facilitate the correspondence between the actions in Cabri Junior
and mathematics. In tasks 2 students must analyze the statement of a theorem in terms of
hypothesis and conclusion and Cabri offers a visualization of their analysis.

All five pairs did not encounter problems in the manipulations with Cabri-Junior in finding
what they had to move in order to obtain the conclusion. Formulating a theorem was not so
easy for some of them who needed the help of the experimenter. Generally the formulations
of theorems kept some elements coming from the manipulation such as “If one moves ...
then...” or “In a triangle if the altitude and the perpendicular bisector are superimposed, then
one obtains an isosceles triangle” or “If... then the triangle becomes isosceles” “If... then the
triangle will be isosceles”. The dissymmetry introduced by the manipulations in Cabri-Junior
is reflected in those formulations. The working session on Cabri Junior was short (1,5h) and it
is clear that the internalization process takes much more time and a longer sequence of tasks.
The students seemed to be able to produce a hybrid formulation of a theorem combining
mathematical terms and some elements attached to the manipulations. It is important also to
know whether they were able to distinguish hypothesis and conclusion outside the Cabri
environment. After the session each pair was given by the experimenter a theorem and its
converse and asked to say whether they were identical or not. Almost all students found them
identical but as soon as the experimenter evoked Cabri, students were able to simulate in
thought what they could do in Cabri and gave a correct answer.

In the final tests (given 3 weeks after the session), that turned out to be difficult for all
students of the class, the group of the Cabri students differed from their classmates in that
seven of them were able to find the hypotheses and the conclusion in a theorem. In a test
about finding theorems identical to a given theorem in a list of statements the students of the
Cabri group had definitely better results than the others (as presented below Fig.9), although
they were the students who initially encountered the greatest difficulties.

Written Test

For each of the proposed formulations, select the formulations which seem to be equivalent to the given theorem,
i.e. which have the same hypotheses and conclusion.

1 — If a quadrilateral has its diagonals intersecting into their midpoint then it is a parallelogram.
- A parallelogram has its diagonals intersecting into their midpoint
- A quadrilateral that has its diagonals intersecting into their midpoint is a parallelogram.
2 - In a triangle, if the altitude is coinciding with the perpendicular bisector, then the triangle is isosceles.
- A triangle that has a perpendicular bisector coinciding with its altitude is an isosceles triangle.
- An isosceles triangle has its altitude and its perpendicular bisector are coinciding
- A triangle is isosceles if an altitude and the corresponding perpendicular bisector are coinciding

3 — In a triangle, if a line is parallel to a side and intersects a second side into its midpoint, then it intersects
the third side into its midpoint

- In a triangle, a line intersecting two sides into their midpoints is parallel to the third one.
- In a triangle, a line intersecting a side into its midpoint and parallel to another side intersects the last

side into its midpoint.
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- In a triangle, a line that is parallel to a side et and that intersects a second side into its midpoint is
passing through the midpoint of the third side

Tasks |1 2 3
Group without Cabri J 100% 46% 31%
Experimental Group 100% (9/9) 66% (6/9) 77% (7/9)

Fig. 9 - Table of the proportion of correct answers

Mediation of the notions of dependent and independent variables and of graph of a function

Let us present an example of each kind of task in a DGE taken from our work on functions
and graphs of functions (Mariotti et al. 2003) that took place in French and Italian schools
(grade 10) under the form of a long term teaching sequence (Falcade 2003).

Task 1

Points A,B and P are free points in the screen of Cabri. An unknown macro-construction
provides a fourth point when showing A, B and P as input. The task of the students is to say
whether it is possible to move directly each of these points and what points move when each
of those points is dragged (Fig.10).

Fig.10

This task obviously introduces in the artefact the counterpart of dependent and independent
variables and offers an external means for distinguishing between both. This task turned out
to be a reference situation for the students. This external means was evoked by a pair of
students later during the teaching sequence who hesitated between two expressions when they
had to express symbolically that P is function of Q in a geometric figure: P= f(Q) or Q= {(P)
? They evoked without performing it what should happen when dragging these points. The
instrumentation scheme for recognizing a variable depending on another one is the learning
aim of the task.
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Task 2

Students were asked to propose a geometrical construction of H starting from the three points
A, B and P. Two solving strategies leading to a construction were possible:

- either by using Trace observing that H is moving on line (AB) when P is dragged and
that line (PH) was always perpendicular to line (AB) (Fig.11)

- or by considering H as intersection point of two traces obtained when moving two of
the free points and determining the obtained traces as curves depending only on the
two free points that are not dragged (Fig.12)

Fig.11 Fig.12

The notion of H as a result of a construction process starting from P is an implicit tool of the
first strategy (process aspect of function).

The notion of H as intersection of curves is the implicit tool of the second strategy as well as
the recognition of the geometrical curves (circles and line) from their appearance. The notion
of image set as obtained when varying the independent variable is underlying this strategy.

Of course solving task 2 also involves an instrumented activity (using adequately the
combination of drag and trace). This shows that very often a task may fulfill a double role
creating the external tool and requiring a mathematical construction.

All students used the second strategy in Italian and French schools that allowed the teacher to
introduce the notion of image set.

5. Conclusion

Two issues must be stressed at the end of this paper: the one dealing with the role of the
teacher in the interplay between mathematics and the environment, the other one with the
computer environment.

Ruthven (2002) mentioned the difficulties of designing tasks in computer environments
between two extremes: on the one hand proposing tasks with great technical and conceptual
demands but with the danger of being didactically uncontrolled, on the other hand developing
a carefully controlled student experience with the danger to give ‘keystroke by keystroke’
instructions to students. The interplay between the mathematical dimension and the
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instrumental dimension is one way of solving this dilemma but only partly. The collective
discussion and interventions of teacher play a critical role under various aspects such as:

- transforming what has been done by students in the task in something mathematically
legitimate by introducing mathematical terminology, helping students to formulate in
mathematical terms

- evoking the environment to help the students when they have difficulties when back
to paper and pencil.

The instrumental dimension has always been present in the history of mathematics, be it in the
treatments operated within registers as claimed at the beginning of this paper (cf. quotation of
Kaput & Schorr, §1) or in the use of the available technology. Paper technology and printing
technology played certainly an important role in the development of mathematics by
facilitating the representation of mathematical ideas and the expression of relations by spatial
configurations in the sheet of paper, not only in geometry but also in arithmetic and algebra.
Dynamic geometry environments introduce a spatial representation of another key feature of
mathematics, the variability. We are only at the beginning of taking advantage of the semiotic
mediation potential of this new dimension in the teaching of mathematics. But even in this era
of great possibilities offered by dynamic geometry environments, there is a need of pursuing
the reflections on the design of interface. The deep intertwining of the mathematical and
instrumental knowledge in the use of computer environments illustrated at several places in
this paper implies that interface features certainly affect the construction of instrumentation
schemes by the user and thus the construction of mathematical knowledge.

We would like to conclude by stressing the importance of introducing prospective teachers to
the instrumental dimension of the use of technology and of making them aware of the critical
role of interface features.
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Abstract

This paper will discuss some findings from a study investigating the development of the proving process
in a dynamic geometry environment (Cabri). The research findings suggest that the proving process can
be described as a progressive focusing process, in which new empirical and theoretical elements (figures,
statements and relationships among them, theoretical elements) emerge over time and are focused on.
Many elements, tools for focusing, contribute to the development of the focusing process This paper will
examine in particular the use of the dragging tool and the hide/show tool available in Cabri, through the
analysis of students’ work. Suggestions about how these tools for focusing may be transformed into

objects of teaching concludes the paper.

1. Introduction

Proof and proving have been objects of investigation from the point of view of
mathematics and mathematics education for the past few years. Historical and
epistemological studies show that proof is a crucial activity within mathematical
practice (see e.g. Balacheff, 1987; Hanna, 1996; Rav, 1999; Thurston, 1995). Didactical
studies have investigated the many difficulties that students encounter when
approaching proving in the classroom and research at a cognitive level has developed
theoretical frameworks to interpret students' difficulties and analyse the development of
the proving processes (see e.g. Bartolini Bussi, 2000; Duval, 1991; Garuti, Boero, &
Lemut, 1998; Harel & Sowder, 1996; Healy & Hoyles, 1998; Kiichemann & Hoyles,
2001; Simon, 2000).

Studies concerned with the use of new technologies have been investigating the use of
tools to support students with proving. In particular, a strand of research has studied
specifically the impact of dynamic geometry software with respect to the teaching and
learning of proving in geometry (see e.g. Furinghetti & Paola, 2003; Healy, 2000;
Laborde, 2001; Mariotti, 2001).
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The research discussed in this paper fits within this last strand and focuses in particular
on students’ proving processes with respect to open geometry problems within a
dynamic geometry environment. The proving process incorporates is defined as the
process of constructing and entering the relationship B follows from A, or A=B, until
the agents involved (in this case, the students) are satisfied with the explanation for the
truth of the statement. This explanation is a proof if it satisfies the rules of logical
consequence. The proving process includes both phases of the construction of a

conjecture and the construction of a proof.

Current research has identified many difficulties with respect to proving. One of them is
the gap between empirical and theoretical elements involved in the proving process (see
e.g. Laborde, 1998). The study discussed in this paper addressed the problem of how a
dynamic geometry software (Cabri) may support students in managing the relationship

between the empirical field and the theoretical field within the proving process.

After introducing the key elements of the analytical framework, the paper will focus on
the analysis of the dragging tool and the hide/show function Cabri through the
discussion of some excerpts from students’ work. The didactical implications of this

analysis will conclude the paper.
2. Methodology and analytical framework

The research consisted of classroom interventions which took place in a number of
secondary schools (15-17 years old pupils) in England and Italy. Students were asked to
solve open geometry problems (Arsac et al, 1998) involving conjecturing and proving,

working in pairs and using Cabri.

Classroom observations were carried out; pairs of students were videorecorded and
students’ material on paper (drawings, papers sketches, worksheets) and on the
computer (Cabri files) was collected. Through a detailed analysis of this data, an
analytical and explanatory framework, that identifies the key elements in the
development of the proving process with respect to the affordances offered by the

dynamic geometry environment, was developed.

The proving process can be observed through what students say (language) and what
students do (actions) while working in pairs at the computer with Cabri and solving
open problems. By talking and acting, towards the aim of constructing conjectures and

proofs, students produce objects and statements which evolve throughout the process.
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The focus of the analytical framework is on two kinds of transformations that the
proving process involves: transformations on objects and transformations on statements.
The transformations on objects involve manipulations of objects either in the Cabri
environment, for example via dragging, or on paper. These objects may be transformed
from particular objects into generic objects (Balacheff, 1988), which is a key element in
the context of proving. The transformations on statements refer to the shifts from
statements describing facts and experiences in a precise space and time to de-timed
logical statements of the form 'if ...then'. These last statements have a different
epistemological status and these shifts are essential in the context of an approach to

theoretical thinking.

The two types of transformations were observed in particular through the following

categories.

e Use of dragging: the possibility of moving figures has the potentiality to change the

nature and the development of the proving process.

e Use of construction elements: Cabri allows a broad flexibility with the use of
construction elements, which can be added, deleted, hidden and shown and the way

students deal with these possibilities has an impact on the proving process.

e Use of paper sketches: these have a different status from Cabri figures therefore the
way and the moments in which students decide (if they do) to use paper sketches

plays a key role in the development of the proving process.

These first three categories account for transformations on objects, while the following

accounts for transformations on statements.

e Types of statements: the evolution of the different statements produced over the
process, which leads to the final de-timed conditional form of the conjecture 'if ...

then' is a key element of the proving process.
Finally, I observed other elements which depend on the previously listed ones.

e The interaction between the students and Cabri, which shows the way the students

exploit and incorporate the computer in their solution strategies in general.

e The interactions between students, which show how the software mediates and

make explicit the proving processes.
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e The interplay between the spatio-graphical field and the theoretical field (Laborde,
1998): this category describes the role of empirical and theoretical elements in the

proving process and the way the students manage their interplay.

Figure 1 represents the analytical framework .

% CABRI

Transformations on |, » | Transformations on
objects (TO) statements (TS)

language
actions

the use of dragging interactions between

the use of l | students types of
construction - ; statements
elements interactions between

students and Cabri
the use of sketches

t

interplay between the S-G
field and the T field

Figure 1.The analytical framework
3. A focusing process

The analysis of students’ proving processes has shown as a main result that the proving
process can be described as a progressive focusing process, in which new empirical and
theoretical elements (figures, statements and relationships among them, theoretical
elements) emerge and are transformed over time by the students towards the

construction of conjectures and proofs.

The focusing process requires what Godfrey refers to as “developing a geometrical eye”
which he defines as “the power of seeing geometrical properties detach themselves from
a figure” (Godfrey, 1910, p.197). Fujita & Jones (2002) illustrate the idea of

geometrical eye with an example. Consider the problem: if A and B are the midpoints of

! There are other relevant elements which affect the proving process, e.g. the interaction between the
students and the teacher, but these were not included because this research focuses more on the learning
point of view and the unit of analysis is the student (or pairs of students) with the computer. More details

on the analytical framework are in Olivero (2002).
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the equal sides XY, XZ of an isosceles triangle, prove that AZ=BY. In order to be able
to prove this one needs to ‘see’ first of all that, for example, triangles AYZ and BZY are

likely to be congruent.

Figure 2. Developing a geometrical eye

Precisely, a key element of the proving process is developing the capacity of focusing
on the appropriate objects at the appropriate time in the process and being able to
change focus whenever needed, whenever new elements are discovered and whenever
new theoretical elements emerge. In the previous example one needs to ‘see two
triangles as congruent’, i.e. triangles AYZ and BZY need to become the object of the
focusing process and the property of being congruent needs to “detach” itself from the
figure. The elements of the analytical framework previously identified can be seen as

tools for focusing (Figure 3).

4 Iy

Figure 3. A focusing process

Interaction with
the software
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4. The dragging tool

Why analysing dragging? As many research on the use of dynamic geometry has
shown, movement is a “third dimension” of Cabri figures (Moreno-Armella, 2004) and
“line segments that stretch and points that move relative to each other are not trivially
the same objects that one treats in the familiar synthetic geometry and this suggests new

styles of reasoning” (Goldenberg, 1995).

In the context presented in the previous sections, the research problem to investigate
becomes: as dragging is one of the “new” tools that dynamic geometry software offer
with respect to paper & pencil environments, how does it contribute to the development

of the proving process? In particular,

e What are the key dragging modalities that students use towards the construction of

conjectures and proofs?
e What is the focus of attention when dragging during the proving process?

The next section will focus on the analysis of an episode from two Italian students,
which shows how different dragging modalities may lead to different developments of

the proving process in Cabri.
4.1 Different interpretations of dragging: the case of Bartolomeo and Tiziana:

Bartolomeo and Tiziana are 15 year-old students from a Liceo Scientifico in Italy. They
used Cabri twice before this activity. The problem they are given is the Perpendicular

bisectors of a quadrilateral:

You are given a quadrilateral ABCD. Construct the perpendicular bisectors of its sides:
a of AB, b of BC, ¢ of CD, d of DA. H is the intersection point of a and b, K of a and d,
L of c and d, M of ¢ and b. Investigate how HKLM changes in relation to ABCD. Prove

your conjectures.
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Figure 4. The perpendicular bisectors of a quadrilateral

After having constructed the figure in Cabri, Bartolomeo and Tiziana start exploring.

Tiziana is controlling the mouse.

69  Tiziana drags ABCD into a rectangle (Figure 5)

70  Bartolomeo:  what have you done, a rectangle?

71  Tiziana: yes, well...

72  Bartolomeo: = so... it is a point... try to make it bigger...
73 Tiziana: eh, how can I do that?

74  Bartolomeo: just dragging!

75  Tiziana drags D up and stops to observe and think (Figure 6)

76  Tiziana: excuse me! This (she points at LM) follows what this (AB)
does, this (LK) follows this (AD) ... (she laughs)

77  Bartolomeo: let’s examine some more cases
78  Tiziana drags A up and gets Figure 7.

79  Bartolomeo: ah, when it’s a rectangle it’s always a point... (he writes
down the second conjecture) ... if... shall I write “disappears”
or “is a point”? It's a point...

80  Tiziana: no, because now it's a point too (Tiziana dragged B so that
ABCD is not a rectangle but HKLM is still a point).
81  Bartolomeo: eh ...well.., but if it is a rectangle it is a point ... it's not the

only case ...
82  Tiziana drags B fast, but she slows down when she is nearby the positions
which make HKLM a point
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This episode is paradigmatic in showing how the same dragging event (produced by
Tiziana and observed by Bartolomeo and Tiziana) may be approached in two

completely different ways by the students. The analysis will show how the different

interpretations may lead to different developments of the proving process.

In 72 (“try to make it bigger”), 77 (let’s examine some more cases”) and 79 (“when ...
it’s a ...”) Bartolomeo shows how he wants to use Cabri, that is to produce and check
conjectures in a very systematic way. He pays attention only to the initial and final
figure (Figure 5) and (Figure 7), as two snapshots of a film, as his aim is clear: checking
if HKLM is always a point when ABCD is a rectangle. As soon as Tiziana stops
dragging he formulates a conjecture (79). Bartolomeo is (indirectly’) doing what I
named photo-dragging, which is a type of dragging that relates to the strategy of
examining particular cases and using dragging to validate conjectures. The object of

focusing for Bartolomeo is the whole ‘rectangle outside-point inside’.

On the contrary, Tiziana is observing the figure over the dragging which takes her from
Figure 5 to Figure 7, through Figure 6, 'reading' what the figure suggests. She stops in
75 and reads a relationship between elements of the figure: she sees a relationship
between the sides of ABCD and of HKLM. In a sense, we can say she is 'dragged by
dragging', as she observes the figure while moving and stops when she sees something
interesting; she looks at the film that occurs in front of her eyes and is produced by her.
This type of dragging has been called fi/lm-dragging and seems to be related to a more

open exploration strategy, which aims to use the software to discover facts and

? Bartolomeo is doing an ‘indirect’ dragging because it is Tiziana who is producing the movement as she

is in control of the mouse.
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relationships rather than to validate or test ideas and conjectures. The object of focusing

for Tiziana is the relationship between the two quadrilaterals.

These two ways of using and interpreting a same dragging episode (produced by
Tiziana and observed by Bartolomeo and Tiziana) do have an impact on the
development of the proving process as they focus on different objects. The modality
used by Bartolomeo represents a more controlled and in a way ‘restrictive’ use of the
software, that sometimes may hinder (or not favour) the discovery of new facts or
phenomena. In fact, the observation made by Tiziana, which is the starting point for the
most general conjecture (ABCD and HKLM are similar), is ignored by Bartolomeo and
will be transformed into a conjecture only towards the end of the proving process. The
fact that Tiziana is in control of the mouse and is doing the dragging does not
automatically imply that she is the one leading the proving process. On the contrary,
Bartolomeo’s words direct Tiziana towards the type of dragging he would do if he had
the mouse. Tiziana listens to what Bartolomeo says but at the same time she does her
own dragging and stops whenever she sees something interesting, even though she does
not immediately transform what she sees into conjectures. However, Bartolomeo keeps
telling Tiziana what he wants until she finally gets a rectangle. Generally speaking, it
has been observed that the person who does not have the mouse can actively participate
in the exploration and the choice of solution strategies because Cabri, as opposed to
paper and pencil, seems to work as a “shared space of communication” (Olivero, 2003)

in which students may carry out and share the proving process.

This short episode has shown how the solution process of an open problem in Cabri
may take quite different paths according to how the potentialities of dragging is

exploited by the students with respect to the focusing process.
4.2 Dragging Modalities

A preliminary classification of the dragging modalities is in (Arzarello, Olivero, Paola,
& Robutti, 2002; Olivero, 1999). The study discussed in this paper refined that
classification and analysed the dragging modalities used by the students in the proving

process towards the construction of conjectures and proofs.
The modalities prevalently used by the students are:

o dragging test, which consists of moving dragable or semi-dragable points in order to

see whether the figure keeps the intended properties;
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e wandering dragging, which consists of moving the basic points on the screen
without a predefined strategy in order to discover particular configurations or

regularities (this is what Tiziana does in the extract above);

e guided dragging, which consists of dragging the basic points of the initial figure in
order to give it a particular shape (see for example the case of Bartolomeo), or to

give another figure a particular shape;

e lieu muet dragging, which consists of moving a basic point of the initial figure so
that the dependent figure keeps a discovered property (e.g. dragging ABCD so that
HKLM is always a point in the problem of the perpendicular bisectors of a
quadrilateral, which is what Tiziana does at the end of the previously discussed
extract) - this means that one of the basic points is describing a hidden path (lieu
muet) - or moving basic points along a given (not visible) path (e.g. following the

prolongation of a diagonal of a quadrilateral).
4.3 Dragging as a focusing tool

From a detailed analysis of students” work® (the episode of Tiziana and Bartolomeo is

an example) we can gather the following conclusions.

Different dragging modalities are used by students at different times and with respect to
different aims in the proving process. In some cases it is possible to identify specific
dragging modalities for particular students, i.e. each student seems to use the same
dragging modality throughout the proving process. For example, Bartolomeo mainly
uses guided dragging throughout the proving process and Tiziana mainly uses

wandering dragging.

In general, the use of different dragging modalities provides a change in what is being
focused on and determines a privileged direction for the proving process. For example,
the guided dragging pursued by Bartolomeo leads the way to an ordered exploration of
particular cases, leaving the discovery of the more general conjecture to the end of the

proving process.

* See Olivero (2002).
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Lieu muet dragging is the crucial modality, which fosters the production of general
conjectures, transforming descriptions or facts into conditional statements or

relationships; however students do not frequently and spontaneously use it.

In general, we can observe a sequence in the use of dragging modalities during the
proving process, as Figure 8 shows. Dragging can then be considered a focusing tool.
Guided dragging is a way of creating a focus on a particular figure, which has been
previously discovered or thought of (see example of Bartolomeo). With wandering
dragging, from an exploration of a situation that appears to be ‘at random’ or not
following a pre-specified plan, some regularity or invariance emerges and is focused on
(see the example of Tiziana). With lieu muet dragging a change in how the figures are
seen takes place and new relationships are seen and placed in the web of relationships

which is being constructed.

To conclude, all dragging modalities are important and in the case where all of them are
used at appropriate times in the proving process we see a successful construction of
conjectures and proofs. In such cases an integration of conjectures and proofs and a
successful management of empirical and theoretical elements is observed (Olivero,

2002).
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Figure 8. Evolution of dragging modalities
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5. The hide/show function

In Cabri, after a figure has been constructed there is the possibility of hiding and
showing any element of that figure, which is a feature not available in paper and pencil.
As we can see from Figure 9, hiding or showing elements of the configuration at stake
changes the nature of the figure to explore because what is visible changes and therefore

the potential elements of the focusing process change too.

Figure 9. Hiding and showing construction elements

In the context of the study discussed in this paper, the research problem tackled is:

e How does the use of the hide/show function affect the proving process and the way

the focusing develops?

In this study I have considered in particular the hiding and showing of construction
elements, i.e. the elements that link a basic figure with a figure that is dependent on it;
for example in the problem of the perpendicular bisectors of a quadrilateral the
construction elements are the perpendicular bisectors and the basic objects are the sides

of the initial quadrilateral (or the quadrilateral itself).

Three clearly different ways of working with construction lines appear in the students’

proving processes:

¢ hiding construction lines from some point of the conjecturing onwards and not

showing them again;
¢ hiding construction lines when exploring and showing lines when proving;
¢ leaving construction lines visible at all times.

Together with the dragging modalities, the different modalities of using the hide/show
function have an impact on the development of the proving process, as it is shown by

the following examples.
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5.1 A systematic use of the hide/show function: the case of Bartolomeo and Tiziana

Bartolomeo and Tiziana have a very systematic way of hiding and showing construction
elements (the perpendicular bisectors): they hide the construction lines when exploring

and they make them visible when proving (Figure 10).

exploring & conjecturing

proving C

Figure 10. Hiding and showing construction lines.

Bartolomeo and Tiziana hide the construction lines straight after finishing the
construction before starting the exploration with dragging, leaving only the two

quadrilaterals ABCD and HKLM visible.

55 Bartolomeo: delete the lines, the points are connected anyway.
While saying this, they transform ABCD from the configuration on the left to the
configuration on the right in Figure 10. The perpendicular bisectors are no longer
needed as “the points are connected anyway”: the perpendicular bisectors are seen as a

tool to construct HKLM and once this is constructed they can be “deleted’”.

Afterwards, the perpendicular bisectors are made visible again every time the students

attempt to prove something.

233 Bartolomeo: here you are ... so another trapezium is formed. Let’s prove it.
So let’s put the perpendicular bisectors again.

The bisectors are then hidden when they continue with the exploration process.

198 Bartolomeo: so we need to look at the rhombus.
199 Bartolomeo hides the perpendicular bisectors and then drags A, D and B.

The modality of using the hide/show function shown by Bartolomeo and Tiziana has an
impact on the perception of figures on the screen. Hiding the construction lines allows

isolating the two quadrilaterals and therefore induces the formulation of conjectures on

* The hide/show function allows objects to be hidden without actually being deleted.
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the relationships between the shapes of the two quadrilaterals. When the proving phase
starts, the students show the necessity of making other information visible, i.e. the
original construction. However, it has been observed that showing the construction lines
is not always sufficient to recall all the properties that were used in the construction

itself, as shown by extract below.

175 Bartolomeo: so, wait, if this is a right angle I can say that...

176 Tiziana: no, but it's not a right angle, what are you talking about? So
177 Bartolomeo: ... it must be, otherwise they are not parallel [...]
192 Bartolomeo: ... so... let's do this... but look, here there are four right

angles, otherwise they are not parallel

193 Tiziana: oh dear, look!... the perpendicular bisector, isn't it? (she
points at b) There is always a right angle!

While proving the case of the parallelogram, Bartolomeo and Tiziana completely forget
about the fact that the lines they made visible again (the perpendicular bisectors), are
actually perpendicular bisectors, i.e. lines perpendicular to the sides of ABCD. They
spend time in constructing a proof in which something is always missing, that is a right

angle which is there but is not ‘seen’ until the very end of the proof.
5.2 Construction lines always visible: the case of Debora and Giulia®

Debora and Giulia leave the construction lines visible at all times during the proving
process. The extract below shows how this affects their attempt to prove a conjecture

which is based on visual elements only and does not bring in any theoretical element.

189 Debora: this is congruent to this (Ac'Mb' and Kd'Ca")’, this is congruent to
this (aBbH and DcLd) this is congruent to this (Hbd'K and MLdb")
this is congruent to this (c'aHM and Lka'c) [looking at Figure 11]

190 Giulia:  the figures internal to the quadrilateral, excluding HKLM, are
congruent in pairs respectively

191 Debora: the opposite are congruent [...]

234 Debora: [I’'m trying to understand from which point to look at it .. if this one
...then it becomes something like that. I can’t understand which are
the biggest sides ...ah, it’s upside down!

442  Giulia: so, proofs. We must prove it is an upside down rhombus ...here is

the Stor.. B P PR & & & I D T S R & N L APPSR N

> Debora and Giulia are 15 year old Italian students and have used Cabri only once before this classroom

session. They were asked to solve the problem of The perpendicular bisectors of a quadrilateral.

Sa,b,c d, a, b, ¢, d are used by the students to indicate the intersection points of the perpendicular

bisectors with the sides of ABCD.

Iberocabri 2004 30 Plenaria: Proving as a focusing process: ...

F. Olivero



the story ... the congruence stuff. So, let’s start from the things we
know. We know that this bit (points at Bb with fingers) equals this
bit (bC) because this one (b) is a perpendicular bisector... this bit
(points at Cc with fingers) equals this bit (¢cD) because this one (¢) is
a perpendicular bisector, this bit (points at Dd with fingers) equals
this bit (dA) because this one (d) is a perpendicular bisector, this bit
(points at Aa with fingers) equals this bit (aB) because this one (a) is
a perpendicular bisector. Let’s start from these two big figures: this
one (Ac'Ld) and this one (Ha'Cb). Can you see them? So, we know
that this bit (AdKa) equals this bit (Lc'Bd"), this bit (HcCb) equals
this bit (Ha'Db'). No!...no! We must change figure, but the problem
is that we can only consider those figures!

Figure 11. Showing construction lines

The students’ exploration up to this moment happens within the spatio-graphical field,
as Debora and Giulia are trying to ‘read’ the figure and the statements they produce are
descriptions of facts which can be observed on the Cabri figure (189-191). We can see
that the fact that the construction lines are visible has an impact on the conjecturing
process: the students focus the attention on the small parts in which ABCD is divided by
the perpendicular bisectors rather than on the two quadrilaterals ABCD and HKLM.
Figure 11, in which all construction lines are visible, shows both how the multitude of
the small quadrilaterals in which ABCD is divided and the possible congruencies
amongst them may capture the attention and how difficult it is to ‘see’ the two

quadrilaterals ABCD and HKLM and the relationship between them.

Line 442 is the starting point of the proof for conjecture ‘If ABCD rhombus then
HKLM rhombus’. As we can see, what Debora and Giulia want to prove is exactly what
they focused on in the exploration (as shown in the previous lines), that is the

congruence of the quadrilaterals formed inside ABCD and external to HKLM. This
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focus does not lead them anywhere, and they remain at a spatio-graphical level for a

long time, without succeeding in constructing a proof.
5.3 Hide/show as a focusing tool

The use of the hide/show function is linked to the dialectic between the spatio-graphical
fild and the theoretical field and to the way in which different elements are focused on,

as discussed below.

The hide/show function is a focusing tool in itself because the possibility of showing or
hiding elements naturally allows focusing on different things. When the construction
lines are hidden, then the exploration takes place at a more visual level and theoretical
elements do not always play a role or emerge in that process. In this case students do
not usually pay attention to the construction and therefore to the geometrical link
between the two quadrilaterals at stake. Sometimes, the construction elements may be
forgotten, and the geometrical properties necessary for proving (e.g. the hypotheses)
may not be used because they are/were ‘hidden’; which is what happened in the case of

Bartolomeo and Tiziana.

When the construction lines are visible, then the link between the two quadrilaterals is
explicitly visible and in general the exploration already contains some justification
elements (Olivero, 2002). However, this situation requires a stronger theoretical control
over the figure as there are more elements that need to be appropriately managed at the
same time. For example, for Debora and Giulia, the fact of having the perpendicular
bisectors visible has a negative effect: once they stop dragging, the students are not able
to distinguish parameters and variables, and consequently hypothesis and thesis. All
lines seem to have the same status, so that what they ‘see’ on the screen is a figure split
into many small quadrilaterals by the perpendicular bisectors rather then two
quadrilaterals linked through the perpendicular bisectors. Holzl (2001) deals with
similar issues and suggests that we need to find ways to help students focus on
invariants rather then focus on details which suppress the overall. In other words, there
is the need to develop a geometric eye that sees and focuses on what is relevant only.

The role of the teacher would play a fundamental role with respect to this issue.

There is a strong link between what you see and what you use in constructing a proof.
And given that in Cabri you can decide what to show and what to hide, you may have

control over the theoretical elements you want to use. This sets questions related to how
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the theory is/can be made explicit during the proving process. As other research has
shown constructing geometric figures in Cabri fosters theoretical thinking (Mariotti,
2001). In fact, in order to construct a figure in Cabri, the geometric properties of that
figure are needed for the construction itself. If a figure is drawn in Cabri in the same
way as on paper (i.e. reproducing a mental image associated with a particular name,
which however does not necessarily contain its properties - €.g. a square is something
that looks like Figure 12, but while drawing it on paper the properties of having equal
sides and right angles are not necessarily evoked), then that figure does not pass the

dragging test, i.e. it will be messed up when dragging it.

Figure 12

However, the situation is different when some constructions are required on a general
quadrilateral, as for example in the open problems used in this study (e.g. constructing
the quadrilateral formed by the intersection of the perpendicular bisectors of a given
quadrilateral). In Cabri, the fact that there is a menu command that constructs the
perpendicular bisector of a segment, allows the students to use it without thinking about
the property of the perpendicular bisector with respect to the segment. The only thing to
do is to find and use the command. On the contrary, if they were constructing
perpendicular bisectors with pencil and paper they would need to think about how to
draw them, i.e. they would need to know that they are perpendicular to the side and go
through its midpoint. Therefore in Cabri the geometric properties are not needed at the
beginning and probably are not evoked. This would explain why some students seem
not to pay attention to the properties of the construction (e.g. the fact that perpendicular
bisectors are perpendicular to a side) while proving (as in the case of Bartolomeo and

Tiziana).

6. PROVING WITHIN A DYNAMIC GEOMETRY
ENVIRONMENT: A FOCUSING PROCESS

Cabri is a dynamic geometry environment and as such it allows a process of “story-

telling” (Mason & Heal, 1995), in which, according to the elements students see and
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focus on while telling the story in Cabri, different conjectures and elements for proving
may appear. Therefore Cabri seems to constitute a space that fosters the development of
a focusing process through the dialectic between the spatio-graphical field and the

theoretical field.

Interpreting the proving process as a focusing process may provide a theoretical
explanation for how Cabri is useful for the construction of proofs, even if (usually) it is
not directly used in that phase’. The influence of Cabri in the construction of the proof
relies on the fact that it gives you the idea for the proof. While working in Cabri during
the discovering process many elements become visible, because of the fact that you can
move the figure. The figure can be seen from different perspectives, everyone can see
different things on the same figures and many things because it is dynamic. Once you
focus on some particular elements, then these elements could be the same ones to be
used in the proof. So even if Cabri is not directly used in the construction of the proof, it
plays a very important role in determining the key elements to focus on and as such
provides a cognitive unity (Garuti, Boero & Lemut, 1998) between conjecturing and

proving.
7. DIDACTICAL IMPLICATIONS

As we said in the beginning “Line segments that stretch and points that move relative to
each other are not trivially the same objects that one treats in the familiar synthetic
geometry, and this suggests new styles of reasoning” (Goldenberg, 1995). Therefore, it
is important that teachers are aware of this fact and open to face new ways of reasoning
students may show when working with dynamic geometry and the Cabri-geometry
(Holzl, 1996). As a consequence, the tools for focusing should become objects of

teaching/learning.

The analysis of the extracts in this paper (together with the other cases part of the
project) shows that different dragging modalities are used with different purposes by
different students throughout the proving process. All of them may be useful and
support the proving process if used with an appropriate aim and at an appropriate

moment. It was also observed that the wider the range of dragging modalities used the

7 All the students observed in this study do not use dragging when constructing proofs but work on a

static figures, sometimes adding new elements (lines, segments).
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more successful the formulation of general conjectures and proofs. This suggests that
there is a need to make these different dragging modalities explicit so that students are
aware of them and have the possibility of choosing the one most suitable to the task
they are dealing with. In fact, “students do not, in general, seem to know how to

perform meaningful experiments” (Holzl, 2001).

The possibility of hiding and showing elements in Cabri is a ‘new’ powerful tool of
dynamic geometry software, because according to what is left visible the focus can shift
to different elements. It is important that students are aware of this possibility and of
how it can be exploited. Showing lines, together with dragging the figure, will help the
students to keep in mind the properties of the construction. Hiding some elements may

be useful when wanting to focus on some particular configuration.

One of the key elements that allows the focusing process to happen is possibility of
having a field of experience (provided by Cabri, paper and pencil etc) which allows
students to manipulate, interact, and change the objects they deal with: it is an empirical
experience which is likely to evoke theoretical elements that become part of the
focusing process towards the formulation of conjectures and construction of proofs. If
we compare a dynamic geometry environment with a paper and pencil environment, we
can say that the second one would not have the same dynamics and flexibility of the
first one. Starting with a figure on paper requires you to decide what figure you want to
draw first. And then the figure is static; it is the same throughout the discovering
process and cannot be moved or changed continuously. So it is more difficult to see the

figure from different perspectives and let key elements come evident to your eyes.

The previous discussion leads to broaden the perspective that considers dynamic
geometry environments only as add-ons, i.e. as environments that provide students with
resources that experts usually possess, and as such need to be abandoned at some stage
in the learning process. This study has shown that it is necessary to take into account the
potentiality of this type of software (and more generally of new technologies) to
generate new problems and perspectives with respect to paper and pencil, that affect
doing mathematics. To conclude, I would like to paraphrase Godfrey’s statement
“Drawing is not to be abandoned at a definite epoch in the geometry course: practice
and theory should advance hand in hand” (Godfrey, 1910), into Cabri is not to be
abandoned at a definite epoch in the geometry course: Cabri and theory should advance

hand in hand”.
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Cabri-Géometre en la Educacion Matematica de México.

Eugenio Diaz Barriga Arceo
Facultad de Ciencias Fisico - Matematicas
Universidad Autonoma de Coahuila

Resumen:

El presente documento consta de tres partes: en la primera se reportan diversas
investigaciones educativas que estan en curso en México; en la segunda se
presentan actividades disefiadas para el proyecto EMAT, la nueva etapa de
introduccion de la Geometria Dinamica con Cabri — Géomeétre; la tercera parte
presenta algunas posibilidades que ain no son muy exploradas al usar esta
herramienta en el salon de clase. EI documento no pretende ser exhaustivo con
toda la investigacion educativa actual, sino mas bien proporcionar una muestra
de los temas y las expectativas de la Geometria Dinamica en el pais.

Introduccion

El Proyecto de Ensefianza de las Matematicas con Tecnologia (EMAT), apoyado por la
SEP para el nivel secundaria, eligi6 diferentes paquetes de computo para desarrollar en las
aulas actividades con propositos educativos mediante distintas tecnologias. Cabri —
Géometre fue uno de los paquetes de computo elegidos. El proyecto arranco en el estado de
Coahuila en 2000.

Paralelamente a este proyecto, se han desarrollado diferentes investigaciones educativas,
que pretenden indagar dificultades en el aprendizaje de diversos temas de matematicas en
Meéxico. La muestra de investigaciones ha de tomarse con reservas: solo es representativa
en la medida del &mbito de investigacion del autor. Hecha esta aclaracion, en la siguiente
seccion se consigan temas y se comentan muy escuetamente algunos resultados.

Algunas investigaciones en México.

Los siguientes titulos dan cuenta de tesis de diferentes niveles que se han defendido o bien
se encuentran desarrollandose para ser defendidas. Son tesis enfocadas a temas de
matematicas a nivel medio superior y superior, dos de ellas retoman construcciones para
presentar temas de optimizacion y las restantes pueden adscribirse a la problematica de la
ensefianza y aprendizaje de la Geometria. Por razones de espacio los comentarios seran tan
solo breves referencias.

Transparencia y Opacidad de una nociéon matematica: Objeto geométrico mediado por el
entorno computacional Cabri-Géometre, el caso del principio de Cavalieri. Tesis de
doctorado en Matematica Educativa concluida. Diaz Barriga Arceo, Eugenio. En ella se
plantean actividades en dos y tres dimensiones que tienen como proposito descubrir si los
estudiantes son capaces de escribir en sus palabras el enunciado del principio de Cavalieri.

Estrategias argumentativas en la solucion de problemas geométricos: el razonamiento
dinamico. Tesis de doctorado en Matematica Educativa en proceso Sandoval Caceres,
Ivonne T. Se investiga sobre las relaciones que subyacen en las ideas de dibujar y construir,
las relaciones que surgen al interpretar una representacion geométrica. Se sefialan algunos
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resultados relevantes al usar Cabri, referentes al uso e interpretacion de la medicién, a la
interdependencia entre dibujo y construccion, entre otros.

El desarrollo de procesos centrales del pensamiento matematico en ambientes de resolucion
de problemas. Tesis de doctorado en Matematica Educativa en proceso. Benitez Mojica,
David. Se presentan resultados relativos a la formulacién y seguimiento de conjeturas, la
busqueda de contragjemplos e indicios de demostracion en la resolucion de problemas por
parte de estudiantes universitarios de primer afio de la carrera de matematicas.

Problemas de Optimizacion a través de un software de geometria dindmica como una
experiencia previa al célculo. Tesis de maestria en Matematica Educativa concluida. Rios
Cérdenas, Martin Raymundo. Las sesiones propuestas estan enfocadas a la visualizacion
matematica de la optimizacion, el disefio experimental se adscribe a ejercicios en el plano
que enfatizan la variacion antes que tratar directamente el calculo de maximos y minimos,
los sujetos estudiados son profesores a nivel secundaria.

Disefio y prueba de una metodologia de trabajo para caracterizar las situaciones de cambio
en los problemas, esencialmente geométricos, de aplicacion de maximos y minimos. Tesis
de doctorado en Matematica Educativa en proceso. Nieves Hurtado, Antonio. Un amplio
bosquejo historico de los problemas de optimizacion, se busca disefiar actividades que
favorezcan la lectura de la informacion cualitativa de las graficas y las tablas numéricas; se
buscaré dar cuenta de las habilidades presentes lo que el autor llama “calculo intuitivo”.

Procesos de visualizacion en Geometria a través de Transformaciones apoyados con Cabri-
Géométre. Tesis de doctorado en Matematica Educativa en proceso. Aguirre Tapia,
Minerva.

Aditamentos tecnologicos en la Educacion, los conceptos de derivada e integral desde un
punto de vista geométrico: hacia un curso con Cabri-Géométre. Tesis de licenciatura en
Fisica y Matemadticas concluida. Cerén Lopez, Juan Gabriel. Se reportan actividades
dirigidas a tratar las interpretaciones geométricas de la derivada y de la integral.

Ejemplos de actividades en el proyecto EMAT — Coahuila.

Mostraremos dos ejemplos de las actividades del libro “Geometria dindmica”, que public
la SEP para secundaria: “Bisectriz, altura, mediana y mediatriz de un tridngulo cualquiera”,
pg 82 y “Recubriendo el plano con poligonos regulares”, pg 106.

Haciendo un analisis del texto de SEP se observa en primer lugar, como lo muestran las
actividades de ejemplo, que no se utiliza la idea de definir macros, concepto potente para el
estudiante. Como es conocido en el medio, un micromundo cualesquiera permite la
posibilidad de hacer que la interfase crezca mediante procesos que defina el estudiante.
Acordes con un enfoque constructivista, es patente que se debe promover que el estudiante
construya sus propios conocimientos y la creacion de macros dentro de la Geometria
Dinamica de Cabri-Géométre es una herramienta versatil que puede emplearse con este fin.
La interfase de Cabri permite realizar dicha actividad de definicion de nuevos comandos a
partir de primitivas geométricas. Pero esto no es todo: pueden crearse macros numéricas y
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logicas que impulsen dentro de la interfase el trabajo en al menos cuatro diferentes registros
de representacion: el registro geométrico, el registro numérico, el registro algebraico y el
registro verbal. Todo sin salir de la interfase.

Otra clase de actividades no consideradas en el libro de SEP son aquellas del tipo de
conjeturar qué lugar geométrico genera un objeto dependiente en una construccion al
desplazar cierto objeto libre. Recordemos que uno de los métodos clasicos de solucion de
problemas geométricos de construccion es el llamado método de los lugares geométricos.
Su presentaciéon en la curricula de secundaria, con problemas que generen segmentos,
rectas, arcos, circunferencias, etc, abre la posibilidad a que los estudiantes conozcan
tempranamente las primeras curvas matematicas como soluciones de diversos problemas.
El tratamiento conjunto de las representaciones geométrica, numérica, algebraica y verbal
proporciona a los estudiantes una vision integradora de la idea de lugar geométrico, el cual
por lo general se encuentra restringido a tan solo a la idea de grafica de una funcion.

Desde luego, existen alternativas distintas a estos dos sefialamientos que nos parecen
importantes dado el enfoque constructivista que se pretende con la introduccioén de la
Geometria Dindmica en el salon de clase.

Posibilidades de innovacion en el salon de clase

Cabri puede usarse arrancando desde una pantalla en blanco o bien desde una leccion ya
construida de antemano. El uso de macros puede adscribirse facilmente en la primera
posibilidad y hemos sefialado que tanto las macros cuyos objetos finales son nimeros o
texto, estan ausentes del uso generalizado en el salon de clase; las mas populares son desde
luego las macros geométricas.

Iniciar desde una leccién ya preparada es una alternativa que presupone haber cubierto
temas previos; la gama de lecciones posibles es muy rica. Observamos que, aparentemente,
las actividades de comparacion y visualizacion no cuentan con grandes espacios dentro de
la curricula actual. También sabemos que el trabajo en el registro verbal cobra mucha
importancia en relacion a los demads registros (geométrico, numérico, algebraico). Daremos
en seguida algunos ejemplos de actividades que consideramos con grandes posibilidades de
¢éxito para el aprendizaje de diferentes temas matematicos.

a) Un calendario con cubos. Cabri como un entorno para el ensayo y error.

Problema: Se desea construir un calendario con cubos, cuyas

caras mostraran letras y digitos que corresponden a las fechas.

Tres cubos se dedicaran para las 3 letras iniciales del mes [en

inglés) y dos cubes para los digitos de la fecha. Decidir en donde 1
colocar las letras v los digitos. c m feb —

Ver solucion ? P mar —
—_— n u ['} apr —
No Si - e
Mes }f Cubos 1 dV t u may —
jun —
s ab )
— — — jul—
A B C aug —
l ! [ ] [ ] sop—
oct—
L1 L _ noy —
dec —
Cifra f{ Cubos
D E
1 L] ] [ ] 0
]
- — ] 5 1 ¥ A
1] 9
8 1
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La actividad consiste en que el estudiante desplace las letras y los digitos que ya aparecen
en el area de trabajo. El problema se enuncia como sigue:

Se desea construir un calendario con 5 cubos, cuyas caras mostraran letras y digitos que
corresponden a las fechas. Tres cubos se dedicaran a las letras en minusculas del mes
(escrito en inglés) y los dos restantes para los digitos de la fecha. Rotular las caras de los
cubos para cubrir todas las fechas.

b) Rectas notables del tridngulo

La actividad consiste en manipular puntas de flecha de un vector para que, al introducirlas
en las circunferencias correspondientes, aparezcan las explicaciones y las rectas notables en
el tridangulo construido de antemano. El proposito es la comparacion de dichas rectas
mientras se efectiia la manipulacion de los vértices del triangulo.

Indicacion: Introduce la punta de flecha Rectas notables en el
dentro del circulo y manipula al triangulo triangulo
ABC.

Bisectriz
; Mediana

Mediatriz

... que es ?

La mediana del triangulo ABC con respecto al lado AC

es la recta que pasa por el punto medio del lado AC v

el vertice opuesto, es decir el punto B. Para cada triangulo
hay tres medianas posibles.

c¢) Cortes en el cubo

El interés de la siguiente actividad radica en dar la explicacion de como ha de obtenerse el
perfil del poligono de corte en un cubo conocidos tres puntos de corte en sus aristas. El
tema de la Geometria del Espacio reviste un gran interés en nuestro medio; el manejo de las
representaciones mas comunes de las 3 dimensiones puede inscribirse tanto a la necesidad
escolar de reproducir un dibujo, como al conocimiento de las propiedades de la geometria
del espacio mas elementales como a la descripcion de todos los casos particulares de un
problema.

Indicaciones: Deslice el punto "'?"" por el
segmento, construya lo que se describe en cada
paso ¥ responda lo que se pide.
0 Titulo : Cortes en un cubo por medio de un plano
Dependiendo de la ubicacion de |, la
1 recta IL intersecta o no a la arista BC o a
la AB [explique porque son 2 los casos).
2 i{Existen las intersecciones de IL con los
?  segmentos CG, BF? Justifique su M
3 respuesta en base a los axiomas. K E F
4
H
G
5
J
6
A —
7 //"'N B
| C
|
Plenaria: Cabri-Géométre en la Educacion ... 41 Iberocabri 2004

E. Diaz Barriga



d) Triangulos equilateros y radianes

La actividad se enfoca a deformar un triangulo equilatero hasta que uno de sus angulos se
convierte en un radian. Pretende reforzar la idea de que dicha medida es independiente de la
circunferencia considerada en su definicion y, al mismo tiempo, que el estudiante observe
la cercania entre el tridngulo equilatero y el sector central correspondiente a un radian. La
medida de los angulos correspondientes podria ser realizada por los estudiantes al momento
de manipular el archivo.

Indicaciones: cambie el radio de la
circunferencia tan grande como sea
necesario. 5i lo desea, cambie el
nimero de digitos de precision de las
did gulares, do el menu de
Op la opcion de Prefer
Manipule al punto x hasta que el dngulo
se contraiga a la abertura de un radian

ang AQC = 60,000 *°
ang AOB = 57,296 °
ang AOx = 58,815 °
arco = radio

radio = 11,15 cm

e) Demostraciones visuales con dinamica

Dentro de la argumentacién en matematicas las pruebas visuales fueron empleadas con la
idea de que el diagrama daba cuenta de una idea profunda, que debia ser evocada
inmediatamente por aquel que observara atentamente el dibujo. ;Qué ideas son mas
familiares para el estudiante, como justifica de modo innato sus razonamientos? El recurso
que se presenta trata de proporcionar herramientas para generar investigacion educativa en
este sentido.

Dado un Widngulo equilibers ABC y un punto interdor 0.

Ia suma de las lungilsdes de las perpendiculares bajadas
[} desde el punto interiar & los lados del tridngulo ... (1] .. 5 bgunl & 1a longltud de uns cualquiers
o 3 = de Ing alhsras del telinguln 3

! .
' ™ >
| . [ o
| ~ | ~ B .
3 | 4 - ™ - 3
“em T
] I 0 ) E TR0

. 1 5> i . I

14 A A

f) Principio de Cavalieri y conservacion del volumen

La propiedad descubierta por Cavalieri da origen a temas profundos que estan en el corazon
mismo del Calculo Integral. La invarianza del volumen respecto a la forma si se preservan
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las areas de las secciones transversales es una idea que ciertos investigadores han pensado
pertinente abordar previo al estudio del Calculo por sus profundas raices geométricas.

z

2,02 cm? 2,02 cm*

g) Proyeccion de Mercator, Cartografia y Geografia

Aunque tratemos temas de matematicas, la gran aplicabilidad de ellos a diferentes
contextos ayudan a responder preguntas escolares frecuentes. En esta leccion se trata de
explicitar el método de Mercator para cartografiar la Tierra, la pregunta central es ;cémo se
hace un mapa? Un conocimiento general de la Geografia también tiene una entrada aqui
con preguntas como: /estd bien situado el ecuador de la Tierra?, ;donde ubicamos a Cuba o
a Inglaterra?, etc. Y preguntas de corte matematico del tipo: jcOmo trazar en el plano la
curva que genera en la esfera la trayectoria mas corta entre Saltillo y Grenoble?, ;como
encontrar en el plano la region que en la esfera es diametralmente opuesta a la Republica
Mexicana?

Conclusiones

Sobre los trabajos de investigacion reportados en este documento, observamos que las
tematicas son muy diversas, aunque el nucleo de ellas tiene una fuerte base geométrica,
recurriendo con frecuencia a problemas no curriculares para indagar el estado actual de la
problemadtica educativa del pais. De modo natural, la investigacion se abrird a nuevos
temas, nuevos enfoques, nuevos disefios experimentales.

Tocante a las posibilidades de la interfase Cabri queda de manifiesto que cuenta con una
gran versatilidad y al mismo tiempo, pone a prueba la fortaleza del disefio experimental
planeado en diferentes experimentaciones educativas: ;qué se debe elegir para que sea
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controlado por el estudiante?, ;como ha de contestar el estudiante: trazando, calculando o
escribiendo en sus palabras aquello que concluye?, ;qué relacioén hay entre lo que el disefo
permite ver con respecto a las imagenes que el estudiante crea como conceptos o nociones?,
(coémo plantear una pregunta al estudiante cuando este se apoya visualmente en la dindmica
de Cabri?

Ademas un espacio de investigacion muy interesante se abre al enfocarnos al trabajo
colaborativo mientras se realiza una cabri-construccion: los estudiantes pueden sugerir
ideas o trabajar paralelamente enfocando los problemas con su propio estilo constructivo,
resolviendo problemas constructivos con su propia inventiva. Este hecho reserva una fuente
importante de datos para los investigadores: ;qué ideas constructivas son las mas populares
y conocidas por los estudiantes?, ;como comunican las ideas constructivas los estudiantes?,
(bajo que condiciones surge un argumento asociado a una idea constructiva realizada en el
ambito del trabajo colaborativo?
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Utilizacion y aplicacion de propiedades geométricas en entornos de problemas

Ricardo Barroso Campos
Didactica de las Matematicas

Universidad de Sevilla.

Resumen

En este documento ponemos de manifiesto la importancia que representa la

utilizacion de propiedades geométricas en la resolucion de problemas.
Distinguimos teéricamente la mera utilizacion de una propiedad y la aplicacion de

la misma en un determinado problema, que puede ser correcta o incorrecta si no se tienen

en cuenta todos los requisitos requeridos.

Mostramos lo que puede ser considerado como entorno proximo o alejado de una

propiedad geométrica en un determinado problema.

Utilizaremos en nuestro analisis la teoria de van Hiele.

Abstract:

In this document we show the importance that represents the use of geometric

properties in the resolution of problems.

We theoretically distinguished the mere use of a property and the application of the
same one in a certain problem, that can be correct or incorrect if all the requirements for

their application do not consider.

We showed what can be considered like next or moved away surroundings of a

geometric property in a certain problem.
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Will use in our analysis the van Hiele theory.

Introduccion

La utilizacién de una propiedad y la aplicacion correcta de la misma es una
consideracion que hay que tener presente en el marco tedrico de de la comprension de las

propiedades geométricas.

Una propiedad geométrica se comprende cuando

se utiliza, es decir, simplemente se implica en el razonamiento deductivo que se esté

realizando, y

se aplica de manera correcta, teniendo en cuenta todos los requisitos necesarios para

ello.

Para van Hiele (1985), en Matematicas y mdas especificamente en Geometria, se
pueden discernir cinco niveles pensamiento:

Primero: visual

Segundo: descriptivo

Tercero: teodrico, con relaciones logicas, y geométricas generadas de acuerdo con
Euclides.

Cuarto: logio-formal.

Quinto: establecido por la naturaleza de las leyes logicas.
Tendremos en cuanta ambos marcos para este documento.
Primer andlisis

En Séanchez (1983), el autor hace una utilizacidon de una propiedad que es correcta.

A lados iguales se oponen angulos iguales.
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1. Establezca los dngulos iguales en la figura que se muestra:

Ejemplo 1
Solucion:
De acuerdo a la figura
AC=CD
" Porlo que: L 1=¢5 Ya que a lados iguales se oponen
‘ angulos iguales.
Ly AD=DB ‘ Por datos de la figura.
Por lo que L3=r4% - Por ser dngulos opuestos a:lados iguales

Respi;ésta: los aihgulos igu.al'es son L 1=,.5y £3=04
(Reproducido con autorizacion de Editorial Playor)

La utilizacién esta “bien aplicada” en el caso de los angulos 1y 5, y “mal aplicada”

en el caso de los angulos 3 y 4.

Consideramos que un exceso en la presumible generalizacion lleva a este autor a no

tener en cuenta el “entorno” en el que la propiedad debe aplicarse.
Analicemos detenidamente la propiedad.

A lados iguales se oponen angulos iguales.

(Cuadl es el fundamento geométrico de la misma?

Consideramos que una primera base tedrica para su estudio es la circunferencia.
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Sea una circunferencia de centro O, y sean las cuerdas AB y CD de igual longitud.

Los triangulos AOB y COD tienen todos sus lados homologos de igual longitud, dos radios
cada uno de ellos, OA, OB y OC, OD, respectivamente, y el tercer lado AB y CD iguales

por construccion.

Por tanto, son congruentes, y los angulos AOB y COD son iguales, cqd.

Por tanto, en este entorno primario y anexo a la propiedad, es decir, el entorno del

que surge, ésta se enunciaria de la siguiente manera:

En una circunferencia, si tememos dos cuerdas de la misma longitud, los

correspondientes angulos centrales abarcados son iguales.

Una vez demostrada, la propiedad amplia su entorno de aplicacion hacia los
triangulos, en lo que podriamos denominar un entorno secundario, y con una cierta

distancia de la propiedad.

En un triangulo, a lados iguales, se oponen angulos iguales.
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Esta propiedad, con la referencia expresa a su aplicacion en tridngulos, se demuestra

de la siguiente manera:

Sea ABC un tridngulo. Sean AB=AC. Los angulos opuestos a dichos lados, C y B,

coinciden.
Sea pues, ABC un tridngulo.

Tracemos la circunferencia circunscrita.

2

Evidentemente, si BA=AC, debido al entorno primario de la propiedad referida a

cuerdas sobre la circunferencia, es:

AOB=AOC, y dado que los angulos C y B miden la mitad del 4ngulo central, C=B,
cqd.

Un entorno alejado de la propiedad se puede observar en el Teorema de Blanchet

71.- Teorema de Blanchet.
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En todo triangulo ABC de altura BH, al trazar las cevianas AM y CN concurrentes
con BH, se establece que la altura serd bisectriz del angulo MHN (Frere Gabriel-

Marie,1912)

Segtn Miranda (2003), la solucion se plantea asi: Veamos la siguiente figura y los

trazos adecuados que hay que efectuar y que la demostracion indica:

Por B trazamos una paralela a AC tal que corta a las prolongaciones de HN y HM

en los puntos P y Q, respectivamente.

Luego HB es perpendicular a PQ.

Como AM, BH y CN son concurrentes, apliquemos el Teorema de Ceva:

(AN)(BM)( CH )= (NB) (MC) (HA),

Pero el triangulo PBN es semejante al AHN, por lo que
(AN) (PB)=(NB)(AH)

Ademas, BQM es semejante a HMC , y (BM)( HC) =( BQ)( MC) .

Multiplicando estas igualdades, se obtiene que:
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AN PB BM HC =NB AH BQ MC

Simplificando PB = BQ, y, en consecuencia, PHQ es isosceles y

los angulos NHB y MHB son iguales, c.q.d.

En esta ocasion, la propiedad se aplica en un entorno alejado.

En el enunciado del teorema, no se encuentra ninguna alusion a la propiedad, que es

utilizada por Miranda para demostrarlo, después de haber utilizado el Teorema de Ceva.

Evidentemente, la propiedad a lados iguales se oponen dangulos iguales en el caso
analizado, es correcta por su implicacion en una situacion geométrica desplazada de su
sentido original circular, y en un sentido geométrico implicado en un tridngulo isosceles

(HPQ) generado en el desarrollo del razonamiento geométrico.

Analicemos la utilizacion de la propiedad en el ejercicio resuelto por Sanchez

(1983)
A)EI entorno de aplicacion de la propiedad es correcto en el “caso” de los angulos 1
y 5, ya que los considera en el mismo tridngulo ADC, siendo AC=CD, es utilizada y

aplicada correctamente.

B) El entorno de aplicacion de la propiedad es incorrecto en el “caso” de los

angulos 3 y 4, ya que AD= DB, “pero”

1.- No son cuerdas de circunferencia

2.- No son lados de triangulo
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Por ello, la aplicacién es incorrecta, y el resultado, falso.

Podemos preguntarnos, si Sanchez tendria razon en esta segunda utilizacion en

algun caso.

La respuesta es que si.

Si en la situacion geométrica C fuese tal que
CD-LAB,y

AD=DB,

sin ser AC=DC,

“si seria” aplicable, pero mediante otras consideraciones, relativas a los triangulos

ADC y CDB. Ambos serian congruentes, por ser rectdngulos y tener sus catetos iguales.

Claro es que en este caso, no seria mas que una aplicacion “correcta inconsciente” y
que su veracidad, como hemos visto, no se basa en la propiedad aplicada sino en
consideraciones acerca de las propiedades de los tridngulos, siendo de esta manera un

entorno muy alejado de la propiedad.
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Respecto a los niveles de van Hiele, se encontraria en lo que algunos investigadores

han encontrado que seria nivel pre-visual (Senk, 1989)

Consideramos que ello es debido a que si simplemente, el autor hubiera “visto” la
siguiente situacion geométrica:

P

A B C ] E F G H I J

Habria “visualizado” que, aunque AB=BC=... 1], claramente no son iguales los

angulos APB, ... IPJ.

Evidentemente, el nivel 1 consideramos que no lo alcanza para esta situacion

geométrica.

Respecto del nivel 2, descriptivo, podemos decir que “salvando” el error,

posiblemente este cercano a él.

El nivel 3, tedrico, es evidente que tampoco lo alcanza, por las implicaciones

geométricas puestas de manifiesto.

Segundo analisis

En Palencia y Gonzalez (1982), se tiene:
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Recuérdese gue para realizar la division de un segmento en partes proporcionales a varias
magnitudes dadas se ha de trazar una semirecta por uno de sus extremos en cualguier direccion,
transportando sobre la misma consecutivamente las magnitudes dadas vy trazando paralelas por los
puntos de union al segmento que une sus extremos finales, segin se realizé en la fig. 92,

Las areas de los triangulos resultantes son proporcionales a sus bases (x, y, z...) al tener to-
dos iguai altura.

Construir un triangulo equilatero, equivalente a un cuadrado dado. Fig. 315.

Trazar dos arcos de radio igual al lado del cuadrado con centros en los extre-
mos de su lado base A B, cuya interseccion nos determina el punto M. Unir A con
M, prolongando dicho segmento. Por H, punto medio del lado A D trazar una pa-
ralela a A B la cual determina sobre A M el punto S y por este punto bajar una
perpendicular S T a A B, trazando por T una paralela a A M hasta cortar en V a
la recta H S. Unir A con V y prolongar hasta cortar en N al arco D B trazado con
centro en el vértice A. La perpendicular trazada a A B por N corta en el punto E
a la prolongacion de A M, siendo A E el lado del triangulo equilatero equivalente
al cuadrado dado, el cual se transportara hasta F con centro en el vertice A.

132
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AO AB

Por proporcionalidad entre los triangulos AV O y A N B podemos escribir A h = _O N

de donde A O x O N = A H x A B y multiplicando miembro a miembro por 20 N x A O =

AF
2 AHxAB,oloque esigual OE x —2— = A B? como querfamos demostrar, toda vez que

+

__.-———O ExAF es el area del trianguio A F E y A B? el 4rea del cuadrado.

(Reproducidas con permiso de los editores)

Analicemos detenidamente la construccion efectuada.

Tomemos una referencia ortonormal de centro A y unidad AB.

Es A(0,0), B(1,0), C(1,1), D(0,1), por ser ABCD cuadrado.

Por la construccion hecha, es H(0,1/2), y

La recta AM tiene de ecuacion y = J3x ,

V31

luego el punto S tiene de coordenadas S (?’E)
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El punto T por tanto, sera T (g, 0).

Tomando TV paralela a AM, la ecuacion de la recta TV es:

yZﬁ(x—g) Z\/gx—%,

3 3

1 1 1 1
Por lo que el untoVes:—zx/gx—— —>x=— , —)
anectp 2 Y33 SR

La recta AV tendra de ecuacion:

BTSRRI T
2[/ 2 d

=

©| &
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-

La interseccion de la recta AV con la circunferencia de centro A y radio AB es:

yzﬁx 3 7 4 +2\/7

2 > X+ X -1=0>—-x"=1>x=% 7: 5
P +x*-1=0
- g 237 21
Tomando, logicamente, el valor positivo, sera, N (T,T)
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27

Asi, tenemos que el punto O es: O(T,O).

Busquemos las pendientes my n de OV y BN.

27 B

3
RN

247 21

BN :((1,0), (T,T))

or:((

siendo:
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1 1
570 ) 21

B 2T 1WB-6dT 14-127

3 7 21

Jﬁo
- J21 21

7 = =
27 W77 143-721
7

Evidentemente, no tienen la misma pendiente.

Siendo los valores: -2.799886353, y -2.68222577, con

un error absoluto de 0.11663776, y

error relativo de 0.043485437,

y con los dngulos respectivos de una medidas sexagesimales de:

-70°20° 437
-69°33° 117,

Con lo que el error absoluto respecto a los angulos es aproximadamente de 47°.

El area del tridngulo obtenido finalmente es de 99,1734687894 cm?
Para el cuadrado de area 100,2012005786 cm?,

Siendo el error absoluto de 1,0277317892, y

El error relativo de 0,0102566
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Luego al no ser OV paralelo a BN, no puede aplicarse correctamente la propiedad de ser

AVO y ANB triangulos semejantes, puesto que no cumplen los requisitos.

Asi, pues, todo lo posterior, como hemos comprobado, es incorrecto.

(Qué ha podido ocurrir en este caso?

Los autores, quizd basandose en apreciaciones visuales, han entendido que un

“paralelismo” aproximado era suficiente.
En este caso, pues, se utiliza una propiedad correcta, la proporcionalidad de los lados en

tridngulos semejantes, en un entorno “alejado” de la propiedad incorrecto, pues se aplica a

triangulos que no lo son.

Quedaria por analizar cual es la construccion correcta.

a

Sea a el lado del cuadrado y b el del tridngulo equilatero.
Area del cuadrado, a* , area del triangulo, gbz
Luego ha de ser:

Iberocabri2004 60  Video Conferencia: Utilizacion y aplicacion de ...
R. Barroso



44* 4\/§a2

b2:_: _)bzzvga:z\/g%GZZQ/Ea
\/5 3 ﬁ 3 3

Hemos de construir dicho valor a partir de a.

En primer lugar, construyamos ~27 a. Es: 27=26+1=25+1+1, luego por Pitagoras, siendo
AB=a, BE=5a, BE 1 AB, es AE = +/26 a, y reiterando el proceso, tomando EF=a,

FE L AE tenemos AF= N27 a.

V26a

5a
5a
A a B A B
a
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Ahora hay que obtener el segmento de longitud 274
Si

1.- al segmento FA correspondiente a +/27 a le afiadimos un segmento de longitud a, AG

2.- trazamos la circunferencia cuyo didmetro sea el ultimo segmento obtenido FG

3.- trazamos la perpendicular por A al didmetro FG.

4.- el segmento tomado en la perpendicular cuyos extremos son AH, es /27 a .

F
F ‘Eq%
kk—m\\_\ PxE\
E

A

A B B

i G/
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El motivo es la proporcidon entre los lados de los correspondientes tridangulos rectangulos

semejantes, AHF y AGH de los que sus catetos son , respectivamente,

el “mayor”, yay AH para el menor, por lo que:

A0 _ 4 AR =77d* > AH =474

J27a AH

De ello se deduce que el lado del tridngulo serd 2/3 de AH.
Tomemos, por ejemplo, AI=3 AG, y AJ=2AG.
Trazando la recta IH, y por J una paralela a ella, obtendremos K tal que

2427

3

AK =

a.

Video Conferencia: Utilizacion y aplicacion de ... 63
R. Barroso

AHy V27a para

Iberocabri2004



Asi pues, el triangulo equildtero de lado b=AK, AKL y el cuadrado ABCD tienen el

mismo area.
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W
w
Llevando AK sobre la recta AB, nos da el siguiente resultado:

—_ ]
=

6,05 cm®

A B
6,05 cm?®

Cabri nos da el area de ambas figuras, que, como era de esperar, coinciden.

Este problema es el inverso al siguiente (Cortazar, 1884)
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Reducir un triangulo a cuadrado equivalente.

Es una interesante relacion entre el célculo elemental de raices, fracciones,... etc y la
geometria euclidea, con la participacion del teorema de Pitdgoras dos veces, la media

geométrica una vez y la proporcionalidad de segmentos.

La construcciéon realizada geométricamente no tiene nada que ver con la del libro de

trazado geométrico.

Al comparar ambas construcciones, hay que ampliar la construcciéon para observar

| /LA
N

Cuadrado 254,54 cm*

diferencias apreciables:

Triangulo 254,54 cih?

Y

lo no equiyal 251,93 cm?

4
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En esta ocasion, el area del tridngulo erroneo es de 251.93, frente a 254.54, con un error

absoluto de 2.61 y relativo de 0.01029

Segtn la teoria de van Hiele, entendemos que estos autores estdn muy cercanos al

nivel visual, puesto que su error es relativamente muy pequefio.

Respecto al nivel descriptivo, la relacion de estructuras geométricas hecha para
establecer la solucion del problema propuesto es erronea, por lo que tampoco se alcanza el
mismo.

En relacion al nivel tedrico, hemos de decir, a tenor del andlisis geométrico
efectuado, que no se alcanza, puesto que las relaciones euclideas puestas en juego son
erroneas.

Tercer analisis:

En ocasiones, la utilizacion de una propiedad y su aplicacién incorrecta se hace de

manera explicita para buscar algunas relaciones geométricas falsas.

Asi, en la Unidad 17 (1971), se tiene:

Considérese la siguiente prueba euclidea:

A
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Sea ABC un triangulo.

Considérese la bisectriz del angulo A y el bisector perpendicular de BC, los cuales se

encuentran en un punto D.

Tréacense perpendiculares DM, DN sobre AC, AB respectivamente.

Unase D con C y D con B. Sea L el punto medio de BC. Como BL=LC, DL es comtn, y
BLD=CLD=90°, los triangulos BLD y CLD son congruentes. Luego BD=CD.

Como los angulos NAD y MAD son iguales, y AND=AMD=90°, y AD es comun, los
triangulos AND y AMD son congruentes, y por tanto, DN=DM y AN=AM.
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MB 17.1.2

‘ Nos referimos ahora al fundador de otra escuela del pensamiento. |
‘ Davip HILBERT, 1862-1943, consideré que el intento de basar la |
matematica completamente en la 16gica era demasiado ambicioso.
Su enfoque se dirigié a romper los problemas en partes y enfren-
tarse a ellos fragmentariamente. Inicialmente, la cuestién de la
verdad y la falsedad, que siempre habia causado dificultades filo-
soficas, se dejé 4 un lado y se concentrd el esfuerzo sobre la con- ‘
i sistencia y la completez de conjuntos de axiomas. En este contex-

to la consistencia implica que en cualquier sistema no se pueden |
probar un resultado y su contradiceién. La completez significa que ‘
i se han dado suficientes axiomas de modo que los resultados que
(en algin sentido) deben ser deducibles, pueden deducirse real- |
mente.

\ Uno de los primeros logros de Hilbert fue formular un conjunto
completo de axiomas de la geometria euclidea. Considérese la si-
guiente prueba euclidea: ‘

Sea ABC un tridngulo:

8 L c

Considérese la bisectriz del dngulo A y el bisector perpendicular
de BC, los cuales se encuentran en un punto D. Tracense perpen-
diculares DM, DN sobre AC, AB, respectivamente. Unase D con
Cy D con B. Sea L el punto medio de BC. Como BL = LC, DL ‘
es comin y BLD = CLD = 90°, los triangulos BLD v CLD son |
congruentes. En}onces BD = CD. Como los dngulos NAD, MAD ‘
son iguales y AND = AMD = 90° y AD es comiin, los triangulos ‘
AND, AMD son congruentes y por tanto DN = DM v AN = AM.

Como DN = DM, BD = DC y BND = CMD = 90°, los tridn-
gulos BND y CMD son congruentes y por tanto NB = MC.

Puesto que

AN = AMy NB = MC,
se sigue que

AB = AC

1 De modo que un tridngulo arbitrario es is6sceles; por consigniente
| todo tridngulo es isésceles.

| Esto, claramente, no tiene sentido, aunque la prueba se sigue de
los axiomas de Euclides para la geometria. La dificultad radica en
que los axiomas de Euclides son incompletos y necesitan ser su-

Yemartedty g AT A i enadliamie das ruasdas s

establezca que, cuando se trazan lineas de cierta manera, ellas se

intersectan en una cierta parte del plano. (La manera como traza-

mos I figura presume y después afirma que D estd situado dentro

| del triangulo, lo que es una hipétesis injustificada.)

23

(Reproducido con permiso de la Editorial Mc-Graw-Hill)
Como DN=DM, DB=DC y BND=CMD=90°, los triangulos BND y CMD son congruentes
y por tanto, NB=MC.
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Puesto que AN=AM, y NB=MC, se sigue que

AB=AC, de modo que un tridngulo arbitrario es isdsceles; por consiguiente, todo tridngulo

es isosceles.

Esto, claramente, no tiene sentido, aunque la prueba se sigue de los axiomas de Euclides
para la geometria. La dificultad radica en que los axiomas de Euclides son incompletos y
necesitan ser suplementados por axiomas de incidencia mediante los cuales se establezca
que, cuando se trazan lineas de cierta manera, ellas se intersecan en una cierta parte del
plano. (La manera como trazamos la figura presume y después afirma que D esta situado

dentro del tridngulo, lo que es una hipotesis injustificada).

Hagamos un analisis.

Ante todo, el perpendicular bisector es la mediatriz; el traductor, Bernardo Alfonso,
de la Universidad Pedagdgica Nacional de Colombia, hace una traduccion “palabra a

palabra” del inglés.

La bisectriz de un angulo y la mediatriz del lado opuesto en el tridngulo se cortan en un

punto, en efecto, con las siguientes precisiones:

1.- Si el tridngulo es isoOsceles, y se trata del angulo desigual, ambas rectas

coinciden.

2.- Por tanto, si el triangulo es equildtero, coinciden.

3.- Si el tridngulo es escaleno, se cortan sobre la circunferencia circunscrita. En

Iglesias (2001) se presenta el siguiente problema

4.- Demostrar que en un la bisectriz interna de un angulo y la mediatriz del lado opuesto se
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cortan sobre la circunferencia circunscrita

Analicémoslo:

Sea ABC un triangulo genérico (sin ninguna regularidad). Tracemos la bisectriz del angulo

A'y la mediatriz de BC.

Tracemos la circunferencia circunscrita.

La mediatriz de BC lo corta perpendicularmente en su punto medio, por lo que corta al arco

BC en su punto medio.
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Asi, pues, los arcos BD y DC son de igual medida central, y por ello, los angulos BAD y
DAC miden igual.

Es decir, que AD es la bisectriz del angulo BAC, y cqd, la mediatriz de un lado de un
triangulo y la bisectriz del d&ngulo opuesto se cortan en un punto D sobre la circunferencia

circunscrita.

He aqui que la presuncion, la hipétesis inicial de estar D situado en el interior del tridngulo,
para los escalenos tomados segun la definicion exclusiva: Triangulo con tres lados
desiguales dos a dos, ya que la inclusiva es: Tridngulo con los tres lados desiguales, no es

correcta.

Si el triangulo es isosceles tomado seglin la definicion exclusiva: Triangulo con dos lados
iguales y el tercero desigual, ya que la inclusiva es: Triangulo con dos lados iguales, y A es

el angulo formado por los dos lados iguales, la bisectriz y la mediatriz opuesta coinciden.
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B | ¢

Logicamente, si es equilatero (los tres lados iguales; en este caso no cabe distinguir
definiciones exclusivas/inclusivas), también coinciden, las tres bisectrices con las tres
mediatrices, en este caso.

Comencemos el andlisis a partir del caso del tridngulo isosceles en su definicion exclusiva.

Tomemos un punto interior como D.

Tomemos, segun el texto analizado, DM perpendicular a AC, DN perpendicular a AB.

Unimos D con C y D con B. Sea L el punto medio de BC. Como BL=LC, DL es comun, y
BLD=CLD=90°, los triangulos BLD y CLD son congruentes. Luego BD=CD.

Como los angulos NAD y MAD son iguales, y AND=AMD=90°, y AD es comun, los
triangulos AND y AMD son congruentes, y por tanto, DN=DM y AN=AM.
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Como DN=DM, DB=DC y BND=CMD=90°, los triangulos BND y CMD son congruentes
y por tanto, NB=MC.

Puesto que AN=AM, y NB=MC, se sigue que AB=AC, de modo que el triangulo es

is6sceles. Conclusion logica, puesto que inicialmente lo era.

Asi, pues, tomemos ABC, tridngulo escaleno segun la definicion exclusiva.

Considérese la bisectriz del angulo A y el bisector perpendicular de BC, los cuales se

encuentran en un punto D.

Tréacense perpendiculares DM, DN sobre AC, AB respectivamente.
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Se une D con C y D con B. Sea L el punto medio de BC. Como BL=LC, DL es comun, y
BLD=CLD=90°, los triangulos BLD y CLD son congruentes. Luego BD=CD.

Todas estas conclusiones parciales son correctas.

Como los angulos NAD y MAD son iguales, y AND=AMD=90°, y AD es comun, los

triangulos AND y AMD son congruentes, y por tanto, DN=DM y AN=AM.

Continuan hasta aqui siendo ciertas las conlcusiones para un tridngulo escaleno exclusivo.

Como DN=DM, DB=DC y BND=CMD=90°, los triangulos BND y CMD son congruentes
y por tanto, NB=MC.

También es cierto, aunque en este caso, las medidas han de tomarse en valor absoluto.

Puesto que AN=AM, y NB=NC, se sigue que AB=AC, de modo que un triangulo arbitrario

es isosceles; por consiguiente, todo tridngulo es isdsceles.
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Esta conclusion es falsa, puesto que aqui es necesario tomar signos, y lo que es cierto es

que:

AB= AN-BN y AC=AM+MC, y, légicamente, para el caso que nos ocupa,
Es: AB=AN-BN = AM-MC = AC-2MC < AC, luego no es isosceles para AB y AC. Igual
seria para BC y BA.

O sea, que, en efecto, como sefialan los autores (no vienen referenciados en el libro, sélo

aparece el traductor), hay una hipotesis injustificada en el desarrollo de la demostracion.

Mas que injustificada, precisariamos que es una hipotesis falsa para todo tridngulo salvo los

isésceles y equilateros.

No deja de sorprender que partiendo de un solo elemento falso, puesto que todo el

desarrollo posterior es correcto, se pueda llegar a una conclusion errénea.

Desde la teoria de van Hiele, el papel del nivel 1 tiene una preponderancia vital en
el desarrollo de toda la demostracion efectuada. Dado que la visualizacion es incorrecta por
tener un unico elemento (el punto de corte analizado) falso, los restantes niveles descriptivo

y tedrico a pesar de su coherencia interna, son erroneos en el desarrollo completo.
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Conclusiones
Una propiedad geométrica debe ser utilizada y aplicada teniendo en cuenta todos los

requisitos geométricos que intervienen.

La falta o la consideracion erronea de alguno de tales requisitos puede ser motivo de

conclusiones falsas, como se ha puesto de manifiesto en el documento.

Las conclusiones didacticas para una buena gestion de la ensefianza de las
propiedades geométricas son de suma importancia, debido a que dependiendo de la etapa de
ensefianza en que se desarrolle (Preescolar, Primaria, Secundaria, Bachillerato,
Universidad), el profesor ha de tener en consideracion los entornos de aplicacion de la
propiedad cuando la explique por primera vez, para que los alumnos no obtengan una

vision falsa de la subsiguiente aplicacion.

Los niveles de van Hiele se muestran eficientes para analizar y estructurar el

pensamiento geométrico que surge a lo largo de un razonamiento.

Aunque un razonamiento geométrico adquiera visos de verosimilitud y coherencia
interna en un determinado entorno de una propiedad, si un solo elemento no es correcto,

puede llevar a conclusiones falsas.
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GEOMETRIA DINAMICA EN EL ESPACIO

Frangois Pluvinage con contribucion de Nicole Vogel, colegas y estudiantes del
lycée de Haguenau

Problemas de representacion, descripcidon y razonamiento en el caso de la
geometria del espacio de dimension 3, con el uso de softwares dinamicos:
Presentacion de actividades disefiadas para principiantes en geometria 3D y
entrevista con unos alumnos (~ 17 afos) de un «lycée» francés.

1. ¢ El espacio como plano-tiempo?

Los desplazamientos constituyen una caracteristica esencial de los softwares de
trazados geométricos con respecto al dibujo en una hoja de papel. En la geometria
del plano estan bien conocidos en particular su papel heuristico y su papel para
comprobar la validez de construcciones. En la geometria del espacio de dimension
tres proporcionan la tercera dimensién que falta en las representaciones planas
estaticas.

En forma condensada podemos asertar que el espacio geométrico de dimensién
tres esta presente cuando la dimension del tiempo se afiade a las dos
dimensiones de un plano. Se sabe que la percepcion tridimensional viene por
parte de la vision binocular, pero sobre todo de cambios que producen pequefios
movimientos del observador. Esta importancia fisiolégica de la variable tiempo,
qgue no se podia facilmente explotar antes de las computadoras, se combina con
una importancia cientifica. En la parte medular de teorias como la relatividad esta
el tiempo. Se puede suponer que un estudiante acostumbrado a la visién del
espacio geomeétrico de dimension tres como un plano-tiempo tendra acceso
facilitado a los conceptos del espacio-tiempo. La historia nos ensefia que la pura
visidon del cielo se presenta diferente cuando uno piensa que su observatorio se
mueve y cambia otra vez cuando se sabe que los objetos vistos no son
simultaneos.

En el sitio web de Nicole Vogel http://perso.wanadoo.fr/nvogel/ se pueden mover
sélidos. Se presentan también enlaces, puesto que hoy se encuentran muchos
sititos que ensefian poliedros y sélidos. Para mover sodlidos utilizan varios
softwares.

Por ejemplo, en el sitio de Nicole Vogel se usa Geospace (con ActivX) para girar
sélidos, mientras en

<http://www.sciences.univ-
nantes.fr/physique/perso/gtulloue/Polyedres/Platon/Index_Platon.html se utiliza
Cabiri. Otros softwares sirven para mover solidos en los sitios web
http://mathworld.wolfram.com/Cube.html
http://mathworld.wolfram.com/topics/ArchimedeanSolids.html

y en

http://www.ac-noumea.nc/maths/amc/polyhedr
http://www.ac-noumea.nc/maths/amc/polyhedr/Live3D.htm
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Pero la presentacién animada de objetos espaciales deja abiertas tres preguntas
en la ensefanza.

1) ¢En qué consiste la actividad del estudiante y qué son los problemas a
resolver? Si es cierto que los autores de una presentacion animada se apoyaron
en un conocimiento profundo de la geometria, el papel otorgado al espectador
queda poco activo y poco problematico.

2) ¢Hay adecuacion entre el mundo virtual aparente y la “realidad” representada?
Las representaciones planas, bajo varios sistemas de proyecciones, son multiples
y mas o menos realistas. Hasta la distancia del observador a una pantalla tiene
importancia en la visién espacial de la figura.

3) ¢ Cuales son las habilidades esperadas como resultado de la ensefianza, las
tareas que se deben cumplir? Unos hablaran aqui del contrato didactico. Una
prueba de examen se apoya hoy en producciones escritas o dibujadas, y el papel
posible de una ayuda semejante a la que la calculadora proporciona en algebra o
célculo no es evidente.

Por eso no se limitan unos sitios web en presentaciones animadas, sino contienen
elementos relativos a la representacion plana de sdlidos. Es en particular el caso
del sitio de Nicole Vogel, donde se usa Cabri para eso. Sin embargo, elementos
precisos de respuesta a las preguntas anteriores suponen un estudio didactico,
con la participacion de estudiantes.

2. Unas consideraciones didacticas

Los actuales programas escolares, en particular franceses, otorgan a una parte de
la geometria de dimension tres un sitio de dominio especifico, como son calculo,
geometria plana o estadisticas y probabilidades, e incorporan otras partes en otros
dominios como el de los vectores. La parte estudiada como especifica es
precisamente la que introduce los objetos de la geometria afin de dimension tres
(planos ademas de puntos y rectas) y que relaciona los objetos espaciales y sus
representaciones planas. Se extiende el estudio del espacio del nivel exploratorio,
con el recurso de objetos reales (papel plegado por ejemplo), antes de los lycées,
a un primer acercamiento en el primer afio general de los lycées, y de estudios
mas profundos en los dos anos siguientes, especializados, hasta el bachillerato.

Aqui nos limitamos en considerar la situaciéon en el primer afo especializado
(estudiantes de ~17 afos) de la seccidn cientifica. La parte especifica de
geometria del espacio es titulada “secciones planas”, y los objetos a considerar
son cubos y tetraedros. En las modalidades didacticas, se dice que los estudiantes
pueden ayudarse con manipulaciones de solidos y uso de un software de
geometria. Y los complementarios se refieren a las reglas de incidencia vistas el
afo anterior. Otros topicos de geometria de dimension tres estan en un parrafo
sobre sistemas de coordenadas y en la parte de geometria vectorial (incluso
baricentros). En consecuencia podemos esperar de nuestros estudiantes que
como prerrequisito, sepan resolver un problema de construccion del tipo siguiente.

Problema 1. Sea ABCD un tetraedro y M un punto del plano ABC. Construya la
paralela al plano BCD que pasa por M y es secante a la recta AD.
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Se supone que la resolucién de este problema se hace mediante un trazado en el
plano (hoja de papel o pantalla) y se puede notar que se hace sin necesitar lo que
Hamid Chaachoa, 1998, llama el recurso de reglas de uso. Al contrario, un trazado
en el plano para un problema euclidiano, como trazar la perpendicular comun a
dos rectas del espacio sefalado hamid Chaachoua, necesita este recurso.
Recordamos la construccion (figura 1): sean r y s las dos rectas. Por un punto
cualquiera M de r se traza la paralela a s, para obtener un plano p paralelo a s. Se
toma otro punto cualquiera N de sy se traza el proyectado ortogonal H de N sobre
p. Las rectas s y HN determinan un plano que corta a r en el punto A. Basta trazar
por A la paralela a HN para obtener la perpendicular comun ABary s.

[+

Figura 1

En lo anterior, se ve que la ubicacion del punto H en la representacion plana
resulta de una eleccién arbitraria, pero que corresponde a un punto bien definido
en el espacio. Es eso una regla de uso. Se entiende de inmediato que es una
dificultad entender que algo arbitrario en las representaciones planas se autoriza,
pero exclusivamente si esta vinculado a un trazado bien definido en el espacio.

El origen de muchas dificultades surge del hecho de que ninguna representacion
plana respeta todas las distancias en el espacio. Y en la historia, una problematica
propia de las representaciones ha aparecido relativamente tarde, puesto que su
verdadero desarrollo se situa a partir del renacimiento. No es sorprendente en
consecuencia que en unos experimentos, investigadores como Marie-Paule
Rommevaux, 1991, después de Gérard Audibert y Josaine Caron-Pargue,
pensaron en disefar secuencias didacticas de actividades sobre sodlidos
tridimensionales antes de considerar los problemas especificos de las
representaciones planas. Pero la experiencia demuestra que, quizas debido al
entorno cotidiano de los estudiantes, es mas eficiente desde el inicio manejar en
paralelo representaciones planas y objetos tridimensionales. Es lo que la misma
Marie-Paulie Rommevaux, 1998, aclara en un articulo posterior. Y la misma
eleccion la hacemos aqui, con el recurso de los softwares geométricos.

3. Metas de trabajo con estudiantes

Ya hemos encontrado un problema tipico que pertenece al campo de los
prerrequisitos en el nivel de ensefanza que nos interesa. Nos interesa también
tener una idea de su pensamiento en cuanto a la indeterminacion relativa a lo
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euclidiano en las representaciones planas del espacio. Podemos pensar en otro
problema de construccidén o en un problema abierto, como el 3 abajo.

Problema 2. Sea ABCD un tetraedro y M un punto del plano ABC. Construya la
perpendicular en M a la recta AD.

Problema 3. Sea ABCD un tetraedro y H el proyectado ortogonal de A sobre al
plano BCD (véase la figura 2). ;Son secantes las rectas AH e IJ, donde | es el
punto medio de AB y J el punto medio de CD?

<
Figura 2
En el transcurso del estudio vale la pena estudiar una figura a plegar, porque

aparece como un intermedio entre los objetos Tridimensionales y el registro de las
representaciones planas.

Problema 4. Completar con un triangulo la figura 3, que consta de tres triangulos,
de tal manera que plegandola se obtenga un tetraedro.

Figura 3

Con respecto a los objetivos finales de los programas curriculares en este nivel,
nos parece interesante considerar el caso general de seccion plana de un
tetraedro que se presenta en el problema siguiente.
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Problema 5. En las caras de un tetraedro ABCD se consideran tres puntos: | sobre
ACD, J sobre ADB y K sobre ABC. Trazar la seccion del tetraedro obtenida por
medio del plano IJK.

La figura 4 ensefia una respuesta. La idea principal consiste en trazar las rectas
Al, AJ y AK, para obtener luego la recta r de interseccion de los planos IJK'y BCD.

Figura 4
Desde luego, una situacion menos compleja se puede proponer a los estudiantes.
Por ejemplo, la ubicacién de uno de los puntos |, J, K sobre una arista del
tetraedro produce una simplificacion; por ejemplo si se toma K en AB, la recta JK
produce directamente una parte de la respuesta. Notemos que lograr con Cabri un
resultado valido para cada posicién de |, J y K no es sencillo.
Con un cubo seleccionamos un problema clasico, cuyos resultados obtenidos por
estudiantes (pero sin uso de software) son son bastante bien conocidos: se trata
del perimetro de una seccion plana.
Problema 6. Sea ABCDEFGH un cubo de arista a. Se supone que su diagonal AG
esta vertical. Se considera un plano horizontal en un punto M de AG. Se pide
graficar el perimetro p de la seccion del cubo por este plano en funcion de la
distancia x = AM.
Actitudes. También nos importan las actitudes de los estudiantes confrontados a la
geometria de dimension tres. ;Ven este dominio como un apéndice sin mucho
interés en su curriculo, un complemento bajo la forma del descubrimiento de la
existencia propia de representaciones al lado de los objetos, una apertura cultural
y pluridisciplinaria?; Les parece que las habilidades necesarias son las mismas de
los demas campos de las matematicas o al contrario son especificas? Un articulo
de M. Ruffell, J. Mason y B. Allen, 1998, destaca las siguientes actitudes y
cualidades individuales: interés (o placer), confianza en si (seguridad), curiosidad,
iniciativa, imaginacion, fiabilidad, perseverancia. Entrevistando a estudiantes
trataremos de tener una idea de como reaccionan confrontados a la geometria en
el espacio que estudian, en relacion con estas caracteristicas.

Bibliografia

Hamid CHAACHOUA, 1999, Ecologie des problémes de construction dans
I’espace, Recherches en Didactiques des Mathématiques 19-3, p. 323-356.

Video Conferencia: Geometria dinamica enel ... 83 IberoCabri 2004
F. Pluvinage



Marie-Paulie ROMMEVAUX, 1991, Le premier pas dans l'espace, Annales de
didactique et de sciences cognitives 4, IREM Strassbourg, p. 85-123.

Marie-Paulie ROMMEVAUX, 1998, Le discernement des plans une situation
tridimensionnelle, Annales de didactique et de sciences cognitives 6, IREM
Strassbourg, p. 27-65.

M. RUFFELL, J. MASON & B. ALLEN, 1998, Studying Attitude to Mathematics,
Educational Studies in Mathematics 35, p. 1-18.

IberoCabri 2004 84 Video Conferencia: Geometria dinamica en el ...
F. Pluvinage



Minicursos



Sobrevolando con Cabri el Aprendizaje del Futuro.

Ana |. Canepa. aicanepa@hotmail.com

Sandra Calzetti. sancal@sinectis.com.ar

Paula Corti paulacorti@fibertel.com.ar

Alicia Noemi Fay9, aliciafayo@ciudad.com.ar

Maria Cristina Fayd, mcfayo@ciudad.com.ar

Maria Teresa Ortiz. -mcortiz@fibertel.com.ar

Mabel Trozzoli. mabeltrozzoli@fibertel.com

Institucion: Grupo de Investigacién Matematica XVIIl. Cabri ®.Republica Argentina.

Objetivos

En América Latina el analfabetismo ha alcanzado niveles preocupantes. Para
revertir esta situacion con las metodologias tradicionales los gobiernos deberian utilizar
excesivos recursos econoémicos y largos periodos de tiempo. Una forma de abreviar
dichos tiempos, realizando la misma inversion de dinero sera la educacion a través de
redes informaticas.

La educacion a distancia realzara y fortalecera el rol de los formadores poniendo
énfasis en una actualizacion permanente de sus conocimientos a través de la
capacitacion, reflexion, investigacion, comunicacion y evaluacion para el redisefio de
las clases, en forma continua.

En este curso se presentard un sitio WEB preparado especialmente para tal fin.
En la misma se abordaran diferentes temas de geometria para el aprendizaje,
comunicacion y visualizacion de las investigaciones actuales sobre la misma.

Ademés la interactividad, herramienta indispensable para el aprendizaje
significativo de la geometria, comprometera al visitante a dilucidar los desafios

propuestos.

Desarrollo:

Metodologia:

Se trabajara mediante el método Aula — Taller con guias de trabajos practicos
que induciran a los docentes a investigar en Cabri los temas a desarrollar.

A quienes esta dirigido?

El taller esta dirigido para docentes de nivel medio y superior que deseen
incorporar el tema del estudio de la Geometria a través del método de Educaciéon a

distancia.
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Primer Encuentro:
En primer lugar se dara a conocer el sitio del Grupo de Investigacion Matematica
XVIII. Cabri®. Republica Argentina. Los participantes recorreran el menu y encontraran
distintas opciones: Geometria de Caos y Fractales, Programa de Erlanguen,

Geometrias no Euclideanas, Arte y Cabri, Proyectos de Cursos a Distancia.

En segundo lugar se les propondra realizar una actividad en Cabri para visualizarla
en su propia pagina WEB. Como modelo se les propondra crear un teselado con

animacion.

AN

Segundo Encuentro:

Se daré a conocer:
J la estructura de una pagina WEB en lenguaje HTML.

. Los codigos de Cabri Java que se deben tener en cuenta para la

visualizacion de la animacion.

° Ensamblar las dos actividades.
o Visualizar con el navegador la pagina WEB.
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Como segunda actividad, los participantes trabajaran las metodologias que
les permitan ser usuarios de cursos a distancia, para ello recorreran los mentes del sitio
que lleva al Curso a Distancia.

Como actividad concreta grabaran en disco una actividad propuesta del

curso que trata sobre Poligonos Estrellados, su construccion y propiedades.

Con difrentes movimientos observamos que las
teselas pueden ubicarse de diferente forma en
el plano.

Con creatividad descubrimos que la Matematica
se encuentra presente en un sinnimero de

mosaicos.

Los Profesores podemos utilizar este tema

como introduccion a infinitos conceptos que

sobre ellos se extienden.

Tercer Encuentro:
Observaran un video motivador del tema a desarrollar que se propone como
actividad de cierre del Curso a Distancia.
El tema aborda las distintas formas geométricas que se tienen en cuenta para
aprovechar la dindmica aérea como el Parapente, los Cometas, Velamenes, etc.

Los docentes construiran superficies que modelicen las expuestas.
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Materiales necesarios:

Proyector de peliculas, proyector multimedial, PC con la configuraciéon para
utilizar Cabri II y II Plus, con lectoras de CD. Internet para visualizar del sitio WEB,

Pizarra y marcadores.
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INTRODUCCION

Se pretende con este minicurso presentar una de las potencialidades de la geometria dinamica, al
servicio, no de los problemas geométricos puros, pero si de la aprehension de conceptos basicos de
Estadistica Descriptiva, contribuyendo, asi, para la mejoria de la ensefianza de la estadistica, que tanto
relieve y importancia ha alcanzado a nivel curricular y a nivel social, facilitando el trabajo del profesor
mostrando ideas, caminos y formas nuevas de alcanzar esos objetivos.

En ese sentido se presentaran, para que sean implementadas, situaciones creadas con la intencion de
estimular visualmente y facilitar la adquisicion de los conceptos de media aritmética, mediana, moda y el
método de los minimos cuadrados (en el caso de la regresion linear), a través de una interpretacion
geométrica de los mismos y/o de sus propiedades. También se presentaran aplicaciones con algunos tipos de
graficos para explorarlos y establecer interrelaciones.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR

Con las actividades a desarrollar se quiere inducir los docentes a investigar en Cabri los temas
propuestos.

El desarrollo de los temas resulta simple y atractivo mediante el enfoque de la geometria dinamica que
es posible con un software como Cabri, bastando para eso conocimientos basicos de Cabri.

Después de una introduccién al tema y de la construccion de las aplicaciones correspondientes, los
participantes pueden cambiar las frecuencias y explorar facilmente sus consecuencias mediante
manipulacion directa.

Asi, en seguida seran tratados los temas referidos y algunas de las actividades a desarrollar en su
entorno.

e Mediana

La mediana es una medida de localizacion definida por su posicion en la sucesion de las observaciones
o en la distribucion de frecuencias. Asi, en el caso de variables continuas, la mediana es la abcisa (x) a que
corresponde la ordenada 0,5 (50%) en el grafico de la funciéon acumulada (poligono integral). De esta forma,
estd establecido un proceso grafico-geométrico de obtencion del valor (aproximado) de la mediana para el
caso referido.

Por otro lado, habiendo sido admitida, en el trazado del poligono integral, la hipdtesis de que las
frecuencias se distribuyen uniformemente dentro de cada clase, o lo que es lo mismo, que las frecuencias
acumuladas tienen una variacion linear dentro de cada clase, y utilizando semejanza de triangulos
(triangulos con dos lados sobrepuestos), se obtiene la formula para el calculo de la mediana:

O N e
05 F———————— Me—-x, 05-F,
: Xpp =Xy Foy = F,
i — V-
| |
i : i Me = x,, + Lw(xez - xel)
! I F,-F,

Xel

=
s
[\S)

Finalmente, en el histograma, en que las frecuencias se pueden interpretar como areas, la mediana se
define como el valor de la variable tal que la ordenada levantada en el punto correspondiente del eje de las
abcisas (x) divide el area del histograma en dos areas iguales.

Asi, se puede crear una aplicacion para poder estudiar (visualizando) las relaciones constantes cuando
hay triangulos con dos lados sobrepuestos (ver figuras 1 y 2), asi como construir un histograma tipo y su
respectivo poligono integral (ver figura 3), para después, siguiendo las indicaciones tedricas referidas, poder
obtener graficamente la mediana (ver figura 4) y hacer la constatacion grafica de la formula de célculo de la
mediana (ver figura 5).
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En la aplicacion creada se pueden observar, de forma dindmica, las caracteristicas referidas, o sea:
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Figura 3: Poligono integral Figura 4: Obtencion geométrica de la mediana
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Figura 5: Formula de calculo de la mediana

Ademas, se puede verificar la igualdad, en el histograma, de las areas a la izquierda y a la derecha de la
mediana, y visualizar la relacion entre el grafico de barras de las frecuencias acumuladas y el histograma,
como se puede ver en la figura 6.
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Figura 6: Division del histograma en dos partes de area igual

e Moda

Para una distribucion de frecuencias de una variable continua, a pesar de conocerse la clase modal —
clase con mayor frecuencia en clases de igual amplitud — la determinaciéon de la moda causa algunos
problemas.

Hay varias formulas empiricas para localizar una estimativa de la moda dentro de la clase modal, y por
supuesto que estos son valores aproximados que carecen de una interpretacion cautelosa y cuidadosa, por lo
que es de gran importancia conocer mejor el “funcionamiento” de las formulas.

Existe un proceso geométrico para la obtencion del valor de la moda, que se basa en el principio de que,
dentro de la clase modal, la moda se debe encontrar mas proxima de la clase adyacente con mayor
frecuencia, y que usa la semejanza de triangulos para obtener la formula de calculo:

A
f e —_ e — —_——_——_ = ~
\‘\\// Mo_xel _ f_fel
f 2 ______________ — // ~ -
) ’ Xz ~Xel (f‘fd)"‘(f‘fd)
fer pr——— ’
Mo=x,+ J = Ja (x,—x,)
el e2 el
(f _ﬂ1)+(f _fez)
Xel Mo Xe2
Otra de las formulas, puede que sea la mas conocida y usada, es la formula de King, que se basa en el
mismo principio de la formula anterior, y su expresion analitica es también obtenida a través de relaciones
validas por semejanza de triangulos:
A
fez ............... —
MO B xel — er
fel T er - xel fel + e2
_ er
MO—X€1+ (62_ el)
! Y el + e2
Xel Mo Xe2
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Asi, se puede crear una aplicacion para poder visualizar las relaciones constantes cuando hay tridngulos
opuestos (ver figuras 7 y 8).

4% Cabri-géométre Il - [C:\Documents and Settings\Alexandre\0s meus documentosiAlex... E\@\E 4% Cabri-geometre |1 - [C:\Documents and Settings\lexandre\0s meus documentostAlex... E\@E|
D Fie Edit Options Window Help BEIE 1 Fle Edt opuons window Help BEE
A ] 2] A2 JAG] Al o] Alz]
-~ ~
b2=2.67 cm b2=1.38 cm
h2=3.15 cm h2=1.30 cm
b1=0.82 em b1=3.02 cm =]
h1=1.01 em h1=2.85 cm
b1+b2=3.39 cm b1+b2=4.39 cm
h1+h2=4.15 cm h1+h2=4.15 cm
h1/b1=1.23 h1{b1=0.95
(h+h2)/(b1+b2)=1.23 [h1+h2)j{b1+b2)=0.95
- -
¢ ) < I 3
Pointer Pointer
. . .z . Yy
Figura 7: Triangulos opuestos Figura 8: Triangulos opuestos

En la misma o en otra aplicacion, se puede construir un histograma tipo y obtener la moda segtn el
proceso analitico, bien como confirmar geométrica y dinamicamente las relaciones que permiten alcanzar
una formula para el calculo del valor modal (ver figura 9). Ademas, duplicando el histograma se puede
obtener la moda segtin el método de King, confirmar, también, geométrica y dinamicamente, las relaciones
que permiten alcanzar una formula para el calculo del valor modal por este proceso y, de esta manera,
comparar las estimaciones de los dos valores obtenidos (ver figura 10).
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Figura 9: Proceso analitico (moda) Figura 10: Proceso de King (moda)

De este modo fue creada una aplicacion con el objetivo de comprobar las relaciones mencionadas, y
también visualizar dindmicamente los dos procesos de obtenciéon del valor de la moda y su comparacion,
tornando mas facil su percepcion, percibiendo que el proceso analitico es mas sensible a variaciones de las
frecuencias de las clases adyacentes si estas son levadas (proximas de la frecuencia modal) y el proceso de
King ya es mas sensible a variaciones de las frecuencias de las clases adyacentes si estas son bajas. Es
interesante crear casos extremos en los valores de las frecuencias de las clases adyacentes y, también,
verificar en que situacion los dos procesos tienen el mismo valor.

e Media Aritmética

N
2%
. . . — _ =l
Para datos no clasificados la expresion para la media aritméticaes X = ——.

N

Por otro lado, el momento centrado de orden uno es cero (0), 6 sea, se puede decir que la media tiene
como caracteristica geométrica que la suma de las distancias de ella a los datos que le son inferiores es igual
a la suma de las distancias de ella a los datos que le son superiores:
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(x, %) =0

i=1

Resulta entonces que, fisicamente, la media aritmética puede ser interpretada como la abcisa (x) del
centro de gravedad del sistema formado por los puntos X,,...,X, con pesos unitarios.

Basado en estas relaciones entre la media, la fisica y la geometria, se puede construir una aplicaciéon con
dos componentes, que estan inter ligados, y que se explicaran sucintamente a continuacion (ver también
figuras 12 y 13):

> Sin pérdida de generalidad, en una recta estan colocados siete puntos, X,,...,X,, con frecuencia

unitaria, y esta también colocado el punto M que puede ser movido a lo largo de la recta. Al mover
el punto M se observa en la pantalla el valor, vsuma, de la medida del vector suma de los vectores
con origen en el punto M y la otra extremidad en cada uno de los puntos, X,,...,X, . Entonces, se

puede procurar, de forma dinamica, la media haciendo que al punto M correr la recta de forma a
que el valor vsuma pase a ser nulo.

» Es visible una “balanza” en que la recta, en que estan los puntos, sirve de platos de la balanza y el
punto M sirve de fiel de la balanza, de tal manera que ésta esta en equilibrio cuando M coincide
con la media, y se queda proporcionalmente desequilibrada a la vez que M se aleja de la media.
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Figura 11: Media y balanza Figura 12: Media y balanza

Por fin, la aplicacion, incluye el calculo de la media aritmética, permitiendo que se haga una
confirmacion analitica del valor.

Otra posibilidad seria incluir los puntos en una reta fija, con frecuencias no necesariamente unitarias, y
crear una balanza que representase la situacion de equilibrio cuando un punto M coincide con la media, y se
quedase proporcionalmente desequilibrada a la vez que M se aleje de la media (ver figuras 14 y 15).
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Figura 13: Media y balanza (datos ordenados) Figura 14: Media y balanza (datos ordenados)
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e Recta de regresion (método de los minimos cuadrados)

Dado un diagrama de dispersion con puntos (X;y;) sugiriendo la existencia de regresion linear, tiene
gran interés obtener, a partir de los datos, la ecuacion de una recta que pueda ser tomada como una buena
estimativa de la linea de regresion. De esta forma se puede describir formalmente la relacion entre “y” y “x”,
previendo también el valor de “y” cuando sea dado un valor de “x”. Puesto esto, se procura una ecuacion de

la recta de la forma y*=atbx.
Siendo y;*=a+tbx;, se definen los errores, o desvios, como di=y;-y;*.

Para determinar la recta referida es necesario obtener una estimativa de sus parametros, “a” y “b”. Para
tal, el principio base es, en general, el de que los desvios deben ser tan pequefios cuanto posible. En ese
sentido, el método mas frecuentemente usado es el método de los minimos cuadrados en que la
determinacion de los parametros es hecha de manera a que la suma de los cuadrados de los desvios sea
minima, esto es,

3.7 =3 = X0 ~(ao)

es minima.

En la aplicacion a crear se puede, de una forma propicia a la interactividad tal como muestran las
figuras 15 y 16, procurar ajustar una recta, a través de translaciones o rotaciones (con relacion al punto de
interseccion entre la recta y el eje de los y’s), de manera a minimizar la suma del cuadrado de los desvios,
Somadi2. Simultaneamente, se pueden observar los desvios (geométrica y numéricamente) y obtener la
ecuacion de la recta, ademas de poder eventualmente hacerse un estudio comparado con los resultados de la
regresion linear obtenidos analiticamente y también verificar que la recta tiene que pasar por el punto

(%, 7).
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Figura 15: Reta de correlacion Figura 16: Reta de correlacion

e  Grificos

En el campo de los graficos, otras aplicaciones pueden ser hechas, potenciando el caracter visual de los
graficos a través del dinamismo que las aplicaciones en Cabri tienen.

Un ejemplo es una aplicacion que muestre, de dos perspectivas diferentes, y en el caso de intervalos de
igual amplitud, la igualdad entre las areas del histograma y del poligono de frecuencias, que posibilite la
verificacion dindmica de la igualdad de las areas, mismo cuando se hacen variaciones de las frecuencias (ver
figuras 17 e 18).
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Figura 17: Histograma y poligono de frecuencias Figura 18: Histograma y poligono de frecuencias

Otro ejemplo es una aplicacion que muestre la relacion entre un grafico de barras y el grafico sectorial
correspondiente, presentando los angulos respectivos y verificando que existe, por ejemplo, una relacion
constante entre las areas de las barras y los angulos respectivos, tal como se puede observar en la figura
siguiente:
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Figura 19: Grafico de barras y grafico circular

Finalmente, otra aplicacion puede mostrar nos la obtencion de los cuartiles usando el histograma y el
poligono de frecuencias relativas acumuladas, ademas de hacer la construccion del diagrama de extremos y
cuarteles (ver figuras 20 y 21), dando una visién dinamica del concepto, a veces tan dificil, como es el de los
cuartiles.
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Figura 20: Diagrama de extremos y cuartiles Figura 21: Diagrama de extremos y cuartiles
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CONCLUSION

Los ejemplos presentados, que cualquier persona con conocimientos minimos de utilizacion de software
de geometria dinamica consigue implementar, habran cumplido los objetivos iniciales si despertaron interés
y si, a través del potencial de la geometria dindmica, pudieren ser considerados, no sélo, como ejemplos
versatiles, capaces de estimular y facilitar en los alumnos la asimilacion, interpretacién y comprension de
algunos conceptos basicos de estadistica descriptiva y de algunas de sus propiedades, sino también como
siendo capaces de promover una mayor interactividad en ambiente de clase facilitando y mejorando el
trabajo del profesor.

Hay, con certeza, innumeras posibilidades de explotacion de estas aplicaciones pudiéndose profundizarlas,
mejorarlas y/o afiadirles otras potencialidades, teniendo como motivacion la curiosidad, la imaginacion y la
voluntad. jAqui queda el desafio!
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TALLER DE TESELACION

M.C. Minerva Aguirre Tapia

Fac. de Arquitectura, UANL.; CINVESTAV-IPN (México)

M.C. Antonio Codina Sanchez”

Dpto. de Didactica de las Matematicas y Ciencias Experimentales
Universidad de Almeria (Espafia)

INTRODUCCION

En los programas de matemaéticas para la escuela secundaria, en México (Grados 7-
9), uno de los temas de geometria que se incluyen para primer grado es el estudio de la
simetria axial como una propiedad de algunas figuras. Entre otras actividades, se sugiere
la completacién de figuras de modo que sean simétricas con respecto a una recta dada
(Alarcon et al., 1995, p. 242). Se sefiala que el estudio de la simetria axial debe incluir:

e Observacion, enunciado y aplicacién de las propiedades de simetria axial de
una figura a partir de situaciones que favorezcan las manipulaciones, el
dibujo y la medicion.

e Determinacion y trazado de los ejes de simetria de una figura, en particular
de figuras usuales.

e Aplicaciones a la solucién de problemas; en la construccion y trazado de
mediatrices y bisectrices; ... (Alarcén et al., 1995, p. 23)

En el mismo Libro para el maestro se asevera que el estudio de las simetrias de las
figuras permite a los alumnos familiarizarse con las propiedades de éstas; y se informa
que “[m]uchos resultados y teoremas de la geometria que al inicio de su aprendizaje no
pueden tratarse formal o deductivamente, se vuelven facilmente reconocibles cuando se
estudian desde el punto de vista de la simetria de las figuras” (Alarcon et al., 1995, p.
242).

Por otro lado, en la parte de geometria del programa de estudios de matematicas para
segundo grado de educacion secundaria se incluyen los temas de simetria axial y simetria
central, los cuales se estudian como transformaciones de una figura. Se sefiala que “[e]s
importante que los alumnos observen las propiedades de isometria de estas
transformaciones: conservacion de la colinealidad, de las distancias y de los angulos, y
las utilicen en la solucién de problemas muy diversos” (Alarcén et al., 1995, p. 245).

En este taller se quiere aplicar las Transformaciones Geométricas al uso de patrones
y disefios, para rellenar el plano, y que los maestros de nivel medio puedan llevar la
experiencia del taller a su quehacer en el aula.

“ Perteneciente al grupo de investigacion FQM193 de la Junta de Andalucia y al proyecto
REPREPROEDUCA del Ministerio de Ciencia y Tecnologia de Espafia.
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TESELACIONES

A lo largo de la historia se han utilizado motivos geométricos con fines
decorativos. Han sido muchos los objetos que han sido embellecidos con disefios
geométricos regulares, tales como vasijas, tejidos, puertas, ventanas y la ornamentacion
de muros y suelos. Estas decoraciones han sido realizadas mediante mosaicos, entendidos
como el recubrimiento del plano mediante piezas, llamadas teselas, (habitualmente
losetas 0 baldosas) que no pueden superponerse, ni pueden dejar huecos sin recubrir.
Existe un nimero ilimitado de formas de recubrir el plano, en este trabajo abordaremos
las situaciones mas simples, los denominados mosaicos regulares asi como mosaicos
irregulares.

4

A

Mosaico de la Alhambra

Se llaman mosaicos regulares si la tesela utilizada en este recubrimiento son
poligonos regulares iguales, uniendo lado con lado. Es facil probar empiricamente que
solo hay tres poligonos regulares que teselan por si solos el plano, estos son: el tridngulo
equilatero, el cuadrado y el hexadgono. Ahora bien, si lo que se pretende es realizar un
mosaico con poligonos regulares de igual lado que concurran en un vértice, el nimero de
mosaicos diferentes’ que se pueden realizar son 21 y estardn compuestos como un
minimo de 3 y un maximo de 6 poligonos regulares diferentes.

A continuacion mostramos los mosaicos regulares utilizando sélo un poligono y dos
ejemplos de mosaicos utilizando méas de un poligono regular:

! para ver los 21 mosaicos distintos se puede visitar la pagina de Arriero, C. y Garcia, I.
http://platea. mecd.es/~mcarrier/mosaicos/mosaicos.htm

IberoCabri 2004 104 Taller de Teselaciones
Aguirre y Codina



3.6.3.6

No debemos olvidar que para realizar una teselacion hay que considerar
propiedades de las figuras (nimero de lados, &ngulos internos e externos, etcétera) asi
como también las Transformaciones Isométricas en el plano (giros, translaciones y
simetrias)

Aunque nosotros trabajaremos fundamentalmente con mosaicos regulares, es
importante también que se destaque que a pesar de que un pentagono regular no tesela el
plano, si existe un pentagono de lados iguales que lo hace:

Teselacion del Cairo
En este taller también se abordara la teselacion del plano con mosaicos regulares
deformados, abandonando la regularidad, asi como la construccion de mosaicos que se
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pueden observar en obras arquitecténicas como la Alambra utilizando teselas que son
modificacion de algin lado de los poligonos de mosaicos regulares, conectando las
matematicas con el arte y la arquitectura. La deformacion simplemente ha de mantener
cierta simetria. Ademas se realizara la teselacion solo por traslacién, o sélo por rotacion,
0 combinadas.

Notese que la simple observacion y andlisis de embaldosados, nos permite
comprobar que estos se construyen sobre la base de transformaciones isométricas como
se aprecia en los siguientes ejemplos:

N

L4
X

Embaldosado por|{Embaldosado por||Embaldosado por
traslacion rotacion reflexion

.

NINININS
NANTARTAR

Se sugiere para el desarrollo de este taller un programa de Geometria
Dinamica, como el Cabri-Géometre, donde el maestro pueda realizar transformaciones
isométricas como Traslacion, Simetria y Rotacion en las Teselaciones.
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TALLER DE TESELACIONES
M.C. Minerva Aguirre Tapia
maguirre@mail.cinvestav.mx

Un poligono es teselante cuando es posible acoplarlo entre si con otros idénticos
a el sin huecos ni fisuras hasta recubrir por completo el plano.

En la tabla siguiente se resumen algunas de las caracteristicas de los poligonos
regulares:

Nombre del NUumero Diagonales desde Angulos en el | Suma de los
poligono de lados | un vértice vértice angulos
Triangulo 3 A 60° 180°
0
Cuadrado 4 90° 360°
1
Pentagono 5 108° 540°
2
Hexagono 6 120° 720°
3
n-agono n n-3 (n-2)180° (n-2)180°
n

Algunas teselaciones importantes

Cuando todos los poligonos de la teselacién son regulares e iguales entre si, se
dice que la teselacion es regular.

Ahora bien, soOlo existen tres teselaciones o0 mosaicos regulares: la malla de
triangulos equilateros, el reticulado cuadrado como el del tablero de ajedrez y
la configuracién hexagonal, como la de los adoquines.
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Teselacion de Triangulos

Teselacion de Cuadrados

Teselacion de Hexagonos

Para realizar una teselacion hay que considerar propiedades de las figuras
(numero de lados, angulos internos e externos, etcétera) asi como también las
Transformaciones Isométricas en el plano (giros, translaciones y simetrias).

Teselaciones utilizando solo Traslacion:

e — = —————

Paso 1 Paso 2 Paso 3 Pasod
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REFERENCIAS EN INTERNET SOBRE TESELACIONES:

Math Forum Collection Contiene, entre una una gran cantidad de enlaces a temas
matematicos, varios sobre teselas. Se pueden buscar mas facil en Math Forum: Power
Search sin necesidad de traer el largo (500 Kb) archivo con todos los articulos.

Los siguientes enlaces solo hacen referencia a teselaciones que no son tipo Truchet, sino
mas bien tipo Escher.

Richard Dehlinger Bastante informacion y ejemplos de teselaciones.

How to make a tesselation

What is a tesselation? Proyecto sobre teselas, muy completo.

Q.B.E.S. Tesselation page, con definicion y ejemplos de teselas hechos por nifios.
Contiene enlaces y biblografia.

HighLand Tesselations

Tesselmania Software para teselar dibujos.

Tesselations, Puzzle, prints, & More

http://personal.telefonica.terra.es/web/jmora7/Mitad/Java/cabrijava/Ocuadra.htm

http://www.profesorenlinea.cl/geometria/Teselaciones.htm
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CABRI-GEOMETRE COMO AMBIENTE ADECUADO PARA ESTUDIAR
CURVAS MECANICAS EN GEOMETRIA

Victor Larios Osorio (vil@uagq.mx)

Universidad Auténoma de Querétaro, Fac. de Ingenieria

Dirigido a: Profesores de Bachillerato o Preparatoria.
Numero méaximo de asistentes: 20.

Eje tematico: Experiencias educativas alrededor del uso de Cabri en la clase.

RESUMEN: En este taller se propone una secuencia de actividades en las que se aprovechan tanto el caracter dindmico de
Cabri-Géométre, como su arquitectura para generar lugares geométricos (que es distinta a otros programas y tiene ventajas por sobre de
ellos). Estas actividades estan dirigidas a estudiar en el nivel medio curvas mecénicas, rectas y circunferencias asociadas a la Geometria

del Triangulo que por otros medios resultarian tediosos y muy complicados de estudiar.

INTRODUCCION

En la geometria del curriculum de bachillerato se abordan temas que proporcionan las
bases para otros temas que no son abordados por el curriculum, en parte por la aparente
falta de conexidn entre éstos ultimos y aquéllos, y en parte porque las herramientas
tradicionales para el dibujo (la regla, el compas y la transportador) no permiten abordarlos
adecuadamente. Este es el caso de la llamada “deltoide de Steiner” y, parcialmente, de la
circunferencia de los nueve puntos de un triangulo.

En este taller se proponen algunas actividades que permiten no solo la construccion de
tales curvas asociadas al tridngulo y entre si, sino de reflexionar sobre la posibilidad de
utilizarlas en los cursos de bachillerato en el ambiente de Cabri-Géométre que incluya
incluso la busqueda de la construccion de demostraciones geométricas o la propuesta de

argumentos deductivos acordes con el nivel educativo.

PROPOSITOS
Los propositos del taller son que los asistentes:

e conozcan curvas (algunas mecanicas) asociadas a la Geometria del Triangulo; y

e reflexionen sobre las ventajas que ofrece el Cabri-Géométre como ambiente propicio
para el estudio de curvas mecanicas asociadas a la Geometria del Triangulo.
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ACTIVIDADES

Actividad 1. Construccion de la recta de Simson de un triangulo.

l.
2.

5.
6.

Se construye un triangulo ABC cualquiera.

Se escoge un punto P arbitrario y se trazan los pies de las perpendiculares a los lados
del triangulo que pasen por este punto que se denominaran X, Yy Z.

Se busca la propiedad necesaria de P para que X, Y'y Z sean colineales.

Se realiza una construccion tal que se tome en cuenta la propiedad observada y se
obtiene la recta de Simson de P con respecto a ABC.

Se crea un macro que permita la obtencion de rectas de Simson.

Se pueden proporcionar argumentos al respecto.

Actividad 2. Construccion de la deltoide de Steiner.

1.

3.
4.

Se construye un triangulo ABC, un punto P sobre la circunferencia circunscrita del
triangulo y la recta de Simson correspondiente.

Utilizando la opcidn traza activada se observa el dibujo que se produce al arrastrarse el
punto P (es decir, la envolvente de las rectas de Simson).

Se crea la deltoide de Steiner del tridngulo ABC con la opcion lugar geométrico.

Se plantean algunas interrogantes relacionadas con el tamafio de la deltoide y su centro.

Actividad 3. Construccion de una circunferencia.

l.
2.

Se construye un triangulo ABC'y un punto P sobre la circunferencia circunscrita.

Se construye un punto Q sobre la circunferencia circunscrita diametralmente opuesto a
P, asi como las rectas de Simson de Py Q.

Se observa qué tipo de curva genera el punto de interseccion de las dos rectas de
Simson construidas. Para ésto se utiliza la opcion traza activada o lugar geométrico y
se puede determinar que dicha curva es la circunferencia de los nueve puntos del

triangulo.

Actividad 4. Construccion de la circunferencia de los nueve puntos.

1. Se proporciona la razén del nombre de la “circunferencia de los nueve puntos”.

2. Se construye un tridangulo ABC'y su circunferencia de los nueve puntos.

3. Se observan sus propiedades relacionadas con su tamafo y su centro.

4. Se construye la circunferencia circunscrita del triangulo y se observan nuevamente las
relaciones entre los tamanos y los centros de ambas circunferencias.
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5. Se proponen argumentos que sostengan lo observado.

Actividad 5. Relacion entre un circunferencia y una deltoide.

1. Se construyen un tridngulo ABC'y su circunferencia circunscrita.

2. Se construyen la circunferencia de los nueve puntos y la deltoide de Steiner del
triangulo.

3. Se observan los puntos de tangencia entre estas dos tltimas curvas y sus relaciones en
cuanto a su tamafio y posicion.

4. Se consideran las relaciones observadas en el punto anterior, asi como las
observaciones realizadas en la actividad anterior (la 4), para proporcionar argumentos

que contesten las interrogantes planteadas en la actividad 2.

BIBLIOGRAFIiA

Coxeter, H. S. M. (1971). Fundamentos de geometria. México: Editorial Limusa-Wiley.

Coxeter, H. S. M.; Greitzer, S. L. (1993). Retorno a la geometria. Espafia: DLS-Euler
Editores.

De Guzman, M. (1998). La envolvente de las rectas de Wallace-Simson en un triangulo:
una demostracion sencilla del teorema de la deltoide de Steiner. Visitado en febrero 18,
2002 (actualizacion diciembre, 1998), en
http://usuarios.bitmailer.com/edeguzman/Deltoide 12 1298/00deltoi. htm.

Larios O., V. (En prensa). “Triangulos y deltoides con Geometria Dindmica”. Educacion
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CABRI PARA TODOS

Emilio de Leén Davila
Maria Teresa Lopez Hernandez
Maria Eugenia Orozco Aguirre
Centro Siglo XXI Informatica Educativa
Nazario S. Ortiz Garza # 1560
Unidad Campo Redondo Saltillo, Coah.

siglo21@csxxi.sepc.edu.mx

ANTECEDENTES:

En el ciclo escolar 1999-2000, en el Estado de Coahuila, empezamos a trabajar con el
Programa Emat, contando con la colaboracién de SEP, CINVESTAV, ILCE, SEPC,
U.A de .C. y Centro Siglo XXI; decidimos utilizar solamente la Hoja Electréonica de
Calculo, pero, debido a la necesidad de incrementar los temas del programa utilizando
la tecnologia educativa, capacitamos de manera informal, en el ciclo escolar 2002-
2003, a algunos maestros en el manejo de Cabri-Geometre, con la ldgica

consecuencia de que los maestros han recibido una capacitacion heterogénea..

En el ano escolar 2004-2005, se pretende institucionalizar el uso de Cabri-Geometre,
al adquirirse licencias del software, por lo cual, entre otras cosas, se crea la necesidad

de capacitar adecuadamente a los maestros en su uso.

Tal es el objetivo de disefar el curso Cabri para todos, tratando que cubra las
expectativas de todos los maestros de matematicas, tanto de aquellos que por
primera vez abordan el programa como de los otros aquellos que cuentan ya, con

poca 0 mucha experiencia y capacitacion en el uso de Cabri.

Nuestra intencién, por ende, es abordar las actividades teniendo sumo cuidado en
que las mismas correspondan a los temas y propdsitos que sustentan el Programa de

Educacion Secundaria de nuestro pais, tales como:
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= Adquirir seguridad y destreza en el empleo de técnicas y procedimientos

basicos a través de la solucidn de problemas.
= Elaborar conjeturas, comunicarlas y validarlas.
= Escoger o adaptar estrategias adecuadas para la resolucién de un problema.
= Comunicar estrategias, procedimientos y resultados de manera clara y concisa.
» Predecir y generalizar resultados.
= Desarrollar gradualmente el razonamiento deductivo.

Debido a que consideramos que nuestros cursos no solamente deben responder a las
necesidades de capacitacion técnica, sino también deben contener un sustento
pedagogico firme, asi como que deben de guardar siempre una relacion estrecha con
los programas oficiales, para que los maestros puedan encontrar un apoyo real en el

uso de la tecnologia, creemos que los temas a tratar son los siguientes:
l.- Uso de las herramientas basicas.

e Instalacion del software.

e Conocimiento de la barra de herramientas y comandos de Cabri.

e Trazar puntos, rectas, segmentos, semirrectas y circunferencias, y el uso de

algunas herramientas basicas de formato.
e Ocultar herramientas

e Resolver problemas que conduzcan a la practica de trazos geométricos y a la

exploracion de propiedades como son:
a. Trazar la mediatriz de un segmento

b. Trazar rectas perpendiculares que pasen por un punto de la recta y por un

punto fuera de ella.
c. Trazar una recta paralela a otra, que pase por un punto exterior a la recta.
d. Trazar la bisectriz de un angulo
e. Trisectar un segmento dado

¢ Revisar las construcciones paso a paso

IberoCabri 2004 114 Taller: Cabri para todos
E. De Le6n, Ma. T. Lopez, Ma. E. Orozco



II:- Construccion de figuras geomeétricas y sus macros

e Construccion de figuras geométricas y exploracion de algunas de sus

propiedades como:
a. Cuadrado
b. Rombo
c. Romboide
e Revisar las construcciones.
e Elaborar macros para construir algunas de las figuras geométricas anteriores.
e Aplicar las propiedades basicas en la solucidén de problemas.
a) Dibujando Cuadrilateros

a) Razodn aurea o dorada

[ll.- Simetrias y transformaciones geométricas
a) Simetria Axial
b) Simetria central
c) Simetria de rotacion
d) Homotecia. directa e inversa
e Analice sus propiedades mediante la manipulacion de figuras
e Resuelva problemas en los que aplique las simetrias y la homotecia.
IV.- Exploraciones en el circulo

e Trazar rectas tangentes a la circunferencia, dado un punto de la misma o un

punto exterior a la misma.

e Trazar angulos centrales, angulos inscritos y semiinscritos en circunferencias,
comprobar algunas propiedades transformandolos mediante su manipulacion y

tabulando las medidas obtenidas
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a) Encontrar la relacidon entre un angulo inscrito y un angulo central que interceptan al

mismo arco.

b) Encontrar la relacién entre un angulo semiinscrito y un angulo central que

interceptan al mismo arco.
c) Angulo inscrito en una semicircunferencia
¢ Resuelva problemas diversos
e Construccion de una circunferencia que pase por tres puntos dados.

e Cuadrilatero inscrito en una circunferencia

Bibliografia:
Guia de Usuario de Cabri-Geometry |l
Texas Instruments
Introduccién a Cabri-Geometry I
Texas Instruments
Geometria Dinamica. Ensefianza de las Matematicas con Tecnologia. SEP. Educacion Secundaria.
Coordinacion Sonia Ursini Legovich y Moénica Orenday Tremer.
Autores: Gonzalo Zubieta Badillo, Alfonso Martinez Vera, Teresa Rojano Ceballos, Sonia Ursini Legovich.
Libro para el Maestro . Educacion Secundaria. Matematicas. SEP. Matematicas
Coordinacion: Jesus Alarcon Bortolussi

Autores: Jesus Alarcon Bortolussi, Elisa Bonilla Rius, Rocio Nava Alvarez, Teresa Rojano Cevallos,

Ricardo Quintero.

Geometria con Cabri
Autor: Alberto Bagazgoitia

Geometria Dinamica con Cabri

Compilador: Mtro. Fortino Fregoso Fragoso

Documentos Centro Siglo XXI

Autores: Profra. Guadalupe Aguirre Fuentes, Maria Eugenia Orozco
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Tres tipos de Macros con Cabri-Géomeétre

Eugenio Diaz Barriga Arceo
Facultad de Ciencias Fisico - Matematicas
Universidad Autonoma de Coahuila

Resumen:
En este taller se desarrollaran actividades para presentar tres tipos de

macros en el ambiente Cabri-Géométre: macros numeéricas,
geométricas y logicas. El taller sirve de laboratorio de
experimentacion para diversas construcciones que al combinarse
pueden presentar de modo muy atractivo diversos temas de
matematicas. Trazos, célculos y textos alusivos pueden aparecer en
cualquier momento para darle vida y expresividad a una cabri-
construccion: la habilidad del disefiador entra en juego para que el

cabri-dibujo y el movimiento “hablen” con el usuario.

Introduccion

En Cabri-Géometre, la interfase incluye la posibilidad de agregar nuevos comandos a través
de la herramienta llamada macro construccion o brevemente macro. Las macros cumplen
varias funciones:

e Se asigna un nombre y un icono a un proceso constructivo.

e Simplifican trazos, pues no incluyen los trazos (o céalculos) auxiliares.

e Generan nuevos objetos o propiedades matematicos.

e Ensefan a la interfase un proceso constructivo.

e Hacen conciencia de los elementos que intervienen en un problema.

e Elevan el nivel de complejidad de las nuevas construcciones.Una macro en Cabri-
Géometre queda completamente definida por el proceso constructivo, sus objetos iniciales,
los objetos finales y un nombre. La condicion para que se valide la macro en el entorno
Cabri-Géometre es que el proceso constructivo debe describir sin ambigiiedad la forma de
obtener los objetos finales a partir de los objetos iniciales.

De acuerdo a los objetos finales que se obtienen, las macros pueden clasificarse en cuatro
tipos:

a) Geométricas: los objetos finales son segmentos, puntos, poligonos, etc.
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b) Numéricas: los objetos finales son uno o varios numeros (incluiremos aqui a las
coordenadas de puntos y a las expresiones algebraicas de rectas y conicas)

c) Logicas: los objetos finales son textos que indican si una o varias condiciones se
cumplen.

d) Mixtas: una combinacion de objetos finales (geométricos, numéricos, 16gicos).

Dos macros geométricas: circuncirculo y division de un segmento en n partes iguales.

Tradicionalmente se pide a los estudiantes conocer los siguientes trazos con regla y
compas: dado un tridngulo arbitrario, se pretende encontrar una circunferencia que pase por
los vértices del triangulo. En la solucion del problema se exige que la regla que se use no
tenga marcas y que para trazar una circunferencia de antemano deben conocerse su centro y
radio.

Si los vértices del tridngulo son A, B y C, respectivamente, la idea general es trazar primero
la recta que se encontrara a igual distancia de A que de B, en seguida se procede igual con
los vértices B y C; se busca el punto de interseccion de las rectas, que serd el centro de la
circunferencia; el radio serd el segmento que une este punto (llamado circuncentro) a
cualquiera de los vértices (el circulo obtenido se llama circuncirculo). Por supuesto, un
resultado importante es mostrar que una tercera recta que sea equidistante de los puntos A 'y
C pasara también por el mismo centro.

Continuando con las restricciones clasicas del uso de la regla y el compas, la division de un
segmento en n partes iguales puede realizarse de la siguiente forma: primeramente se traza
el segmento AB que se ha de dividir; en seguida, a partir de 4 se traza una semirrecta no
alineada con el segmento; después una primera circunferencia C; con radio arbitrario
centrada en A4, para obtener el punto de interseccion A; entre la semirrecta y la
circunferencia; ahora se traza una circunferencia C, con centro en 4; y radio el mismo
radio, es decir 44;; se localiza nuevamente el punto de intersecciéon entre la ultima
circunferencia trazada y la semirrecta. Se repite este proceso hasta obtener una coleccion de
n puntos {A4;, A, ..., A,} uniformemente espaciados en la semirrecta’. Ahora se une el punto

A, con el punto B mediante un segmento y se trazan paralelas a ¢l que pasen por cada uno

' Si en la construcciéon anterior se substituye la semirrecta por un segmento que parta de A, puede ser
necesario dilatar dicho segmento para que las circunferencias puedan intersectarse con el segmento. Esta
razén provoca que una macro no quede bien definida: los objetos finales no siempre se generan conocido el
segmento 4B (y por ende el numero n de partes iguales en el que se divide al segmento queda ambiguo).
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de los puntos de la coleccion. Los puntos de interseccion de estas paralelas con el segmento
problema 4B forman una coleccion de puntos (llamémosles {B;, B ..., Bn,; B,=B}
respectivamente) que dividen al segmento en » partes iguales. La justificacion de la validez
de tal construccion puede formularse en términos del conocido teorema de Tales.

La primera construccion tiene como objeto inicial el triangulo ABC y como objeto final el
circuncirculo; también pueden darse como objetos iniciales los tres puntos 4, B'y C, con el
mismo objeto final. En la segunda construccion es el segmento AB el objeto inicial (o sus
puntos extremos 4 y B) y la coleccion de puntos {B, B, ..., B,.; B,=B} los objetos finales.
Estos ejemplos muestran que se pueden obtener los mismos objetos finales partiendo de
objetos iniciales diferentes, resolviendo exactamente el mismo problema. En la interfase de
Cabri-Géometre una macro o un comando puede funcionar sin ambigiiedades de esta
manera (por ejemplo, el comando recta perpendicular acepta como uno de los objetos

iniciales necesarios una recta, un segmento, un vector o un lado de un poligono).

Actividad 1. Puntos y rectas notables del triangulo.

Trace un tridngulo cualquiera ABC. Ademds, tracemos una circunferencia de radio
arbitrario con centro en un punto que tenga como etiqueta la palabra “mediatriz”. También
dibujemos un vector cuyo punto de partida tenga como etiqueta “;qué es una ...” y como
punto final en la punta de flecha tenga como etiqueta el simbolo “?”. Recuerde o busque las
definiciones de las rectas siguientes:

a) Mediatriz de un segmento,

b) Bisectriz de un dangulo,

¢) Mediana con respecto a un lado del triangulo.

d) Altura de un triangulo con respecto a uno de sus lados.
Si estas rectas solo tienen que ver con respecto al tridngulo, usted se preguntard para qué
queremos la circunferencia o el vector que hemos trazado adicionalmente. Hasta aqui no
hemos utilizado Cabri-Géometre en toda su potencia. Es frecuente encontrar en los
manuales o incluso en alguna pagina web, los procedimientos paso a paso para definir
macros y usarlas en el trazo de cada una de las rectas con respecto a cada lado del triangulo.
Nos apartaremos de ese camino y propondremos explorar lo siguiente, para dar contexto a

una nueva clase de macros.
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Dos macros légicas: punto en el interior y punto ping — pong.

(Qué son las macros légicas? En un lenguaje de programacion, existen instrucciones del
tipo “si P entonces Q”, “mientras que P entonces se realiza Q”, etc. La proposicion
encerrada en Q (el consecuente) puede ser la aparicion de un texto que hable sobre el
cumplimiento de una condicion, tal como lo trataremos aqui, aunque esto puede ser
equivalente a la aparicion de un objeto geométrico. La Geometria Dindmica puede emular
esta clase de comandos con construcciones geométricas que se cumplen bajo cierta
condicién que no es mas que aquella que se encuentra encerrada en la proposicion P (el

antecedente).

El objetivo de nuestra primera construccion sera lograr que, cuando la punta de flecha del
vector se introduzca dentro de la circunferencia, en nuestro tridngulo aparezca una
mediatriz, por ejemplo la mediatriz del lado AB y ademas una explicacion de lo que es una
mediatriz, a saber, la recta cuyos puntos equidistan de los puntos extremos del segmento
AB. En caso contrario, es decir, si la punta de flecha se encuentra fuera de la
circunferencia, so6lo deberd mostrarse el tridngulo ABC. En todo momento, los vértices del
tridngulo deben contar con libertad para moverse a cualquier lugar del plano.

(Como ensefiarle a Cabri-Géometre a detectar si un punto (la punta de flecha del vector) se
encuentra dentro o sobre una circunferencia? Probemos hacer lo siguiente:

Tracemos la semirrecta que une el centro de la circunferencia con el punto de interés y trace
una perpendicular a la semirrecta que pase por dicho punto. Trace también el segmento que
va del centro hasta el punto de interseccion entre circunferencia y semirrecta.

Al explorar el plano con el punto, la perpendicular intersecta al segmento s6lo cuando el
punto se encuentra en el interior o sobre la circunferencia. Por ello, mediante el comando
punto de interseccion, trace el punto de interseccion entre segmento y perpendicular. Como
resultado de esta operacion, Cabri-Géomeétre superpone un nuevo punto en nuestro punto
exploratorio cuando y s6lo cuando se encuentra en la region deseada: Cabri-Géometre
responde con un punto a nuestro llamado. Llamémosle a este punto simplemente “P int”.
Una macro puede resumir nuestro anterior enredo considerando a la punta de flecha y a la

circunferencia como objetos iniciales; el objeto final serda el punto “P int”. Debemos
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aprovechar su existencia para trazar en el triangulo la mediatriz solicitada, la mediatriz del

lado AB.

Se necesita que aparezca un punto sobre uno de los vértices A o B, justo cuando aparece el
punto P int. Elijamos al punto A. Mientras se nos ocurre algo, juguemos ping — pong:
primero, pongamos la red entre los puntos P int y A mediante el comando punto medio; en
seguida saca el punto P int y se traza el simétrico de P int con respecto al punto medio.
Como producto de nuestro juego, aparece un punto sobre el punto A, que existe s6lo si P int
existe. El punto puede llamarse ping — pong, pero no es necesario etiquetarlo.
Ahora la mediatriz. Mediante el comando correspondiente trace la mediatriz entre el punto
ping — pong (superpuesto al punto A) y el punto B. La mediatriz aparece so6lo cuando la
punta de flecha del vector esta en la posicion conveniente.
Hemos dicho que en las macros ldgicas los objetos finales son textos. Hagamos aparecer
alglin texto conveniente para cuando ocurra efectivamente en la construccion que se ilustre
la mediatriz.
Preguntemos algo redundante al entorno: con el comando que verifica si un punto pertenece
a un objeto, preguntemos si P int se encuentra en el segmento correspondiente de la
semirrecta. Por supuesto, en la interfase la respuesta serd que “El punto se encuentra sobre
el objeto”. Podemos cambiar este texto por algo mas representativo del trabajo que hemos
realizado; utilicemos el comando de los comentarios para editar y modificar dicho texto;
reemplacémoslo con una leyenda como “La punta de flecha se encuentra en el interior”,
“punto en el interior” o mejor aun, siguiendo la idea de esta actividad, escribamos una
explicacion completa de lo que es una mediatriz: “La mediatriz del segmento AB es la recta
perpendicular que pasa por el punto medio del segmento. Todo punto en ella se encuentra
equidistante a ambos extremos del segmento.”.
Finalmente s6lo dos cosas més antes de la siguiente actividad:

a) Realice las construcciones necesarias para una altura, una mediana y una bisectriz.

b) Identifique los objetos iniciales y finales de las macros logicas descritas.
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Rectas notables Indicacion: Introduce la punta de
en el tridngulo flecha dentro del circulo y manipula

al triangulo ABC. 5

Mediana

5 Bisectriz

Medliatriz

..quees? . ) .
La bisectriz del angulo B (o angulo ABC) del triangulo

ABC es la recta que lo divide en angulos congruentes.
En cada triangulo hay tres bisectrices

Actividad 2. Biseccion y triseccion de un dangulo dado.

Abordaremos el problema de dividir un angulo dado en dos partes iguales bajo la
restriccion del uso de una regla sin graduacioén y un compas griego. Dentro de la interfase
Cabri-Géometre esto debe interpretarse como la prohibiciéon de algunos comandos.
Concretamente, podemos utilizar s6lo los comandos: punto, recta y circunferencia.
Tracemos tres puntos P, Q y R. Tracemos los lados del angulo QPR, el angulo que
bisectaremos. La construccion puede hacerse de la siguiente forma: Con centro en el punto
P y radio arbitrario, se traza la circunferencia C. Dicha circunferencia intersecta los lados
del angulo QPR en dos puntos; llamemos Q1 al punto de interseccion en el lado PQ y R1 al
punto en el lado PR. En seguida, trazamos dos nuevas circunferencias C1 y C2, de radio
igual a C, centradas en Q1 y R1 respectivamente. El punto de interseccion entre ellas y el
vértice del angulo QPR definen la bisectriz buscada.

La imposibilidad de trisectar un angulo dado arbitrariamente bajo la restriccion clésica,
problema enunciado alrededor del siglo V antes de nuestra era, fue demostrada s6lo hasta
fines del siglo XIX. Usualmente se presenta primero la imposibilidad de trisectar el angulo
de 60° como equivalente a encontrar la solucion de cierta ecuaciéon cubica empleando
nimeros que se encuentran en cierto campo y después se argumenta diciendo que encontrar

un procedimiento de caracter general serd imposible.

Tan natural como contar como un par de escuadradas ademads de la regla y el compas para
simplificar trazos, en el entorno Cabri-Géometre se cuenta con comandos adicionales,

como los comandos de medicion de distancias y longitudes asi como el de transferencia de
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medidas, que actian sobre segmentos, perimetros de poligonos, circunferencias y arcos de

circunferencias para realizar de modo mas simple las construcciones.

Para trisectar un angulo con tales recursos, una idea que puede seguirse es asociar al angulo
un arco cuya medida sea registrada, para transferirla a un segmento que podamos trisectar y
después transferir la medida resultante al arco para encontrar finalmente la recta trisectriz.
En casos como el descrito, el uso del comando calculadora simplifica la resolucién del
problema. Finalmente, identifique los objetos iniciales y finales de las macros en estos

problemas.

El segundo problema nos lleva a una conclusion que deseamos recalcar: Cabri-Géometre no
es solo la geometria de regla y compas. Observe que sus comandos permiten aun mas que

€80.

Actividad 3. Dos macros numéricas: determinante de una matriz y producto de una
matriz por un vector.

Definamos una primera matriz 2 por 2 como un arreglo de cuatro nameros, 2 por cada una
de las 2 filas del arreglo. Para hacerlo con Cabri-Géométre, simplemente usamos el editor
numérico y generamos los cuatro niumeros y con el puntero los reacomodamos de la manera
habitual. Esta matriz sera la base de nuestras construcciones.

%@chivn Edicion  Opciones Yentana  Apuda

h : _d-a-'{_] H_,"»c-."'.l'}{-:- Tl mmal 2015

2
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Matrices cuadradas: comenzando por el tamario 2 por 2.

Si deseamos que se parezca a la manera en que las escribimos usualmente en el aula,
podemos agregar un par de arcos a manera de paréntesis que indiquen el nombre que
llevara la matriz que se ha definido. O podemos utilizar segmentos si deseamos indicar
determinantes; podemos etiquetar al punto medio con el nombre de la matriz o del

determinante correspondiente.

Como obtener el determinante con una macro.

Para el célculo del determinante de la matriz 2 por 2 que acabamos de definir, empleamos
el comando calculadora e indicamos la diferencia de los productos usuales, esto es el
calculo

A=a,a,,—a,,a,,

Este computo nos sirve para definir la macro que podemos llamar determinante de matriz 2
por 2. Los objetos iniciales son los elementos de la matriz, que podemos dar
ordenadamente, por ejemplo, renglon por renglon; ademas, el objeto final es el calculo
efectuado. Cuando esta macro se utilice, los elementos de la matriz deben ser introducidos

ordenadamente tal y como fueron introducidos para definir la macro.

A= " Resultado: 13,00

ﬂl Cancelar ||a*h—c*d
[ e e e e e

Podemos hacer algunas exploraciones con esta macro. La primera: ;cual es el valor del

determinante si intercambiamos el orden de los renglones de la matriz? [y si

intercambiamos el orden de las columnas?.

%Archivu Edicion Opciones  Yentana  Ayuda
LA e 2] LAl=]
Objeto inicial

Objeto final
Definir macro

detA=13,00
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%érchwa Ediciéh  Opciones  Yentana  Apuda

I L] A e (Al
Objeto inicial |

| Objetofinal
Definir macro |

Determinantes de orden superior.
Utilizando la macro recién construida, podemos construir una nueva macro que calcule el
determinante de una matriz de tamafio 3 por 3. La siguiente formula nos da esa posibilidad:

A=a A —a,A , +a;A

en donde los determinantes A4, ;, 4;,y A4; 3 son determinantes de orden dos obtenidos de la
matriz original, simplemente eliminando el renglén y columna indicados por los subindices.
Como paso intermedio, deben calcularse entonces los determinantes A4;;, A;, y 4;3, para
poder utilizar entonces a las entradas del primer renglon como los coeficientes de la

formula descrita.

_I Cancelar“a*h crdte* E
inv| sin| cos| tan| san| ~ | tn | tog|abe| pi| (] 3] +|

Los determinantes de matrices 4 por 4, 5 por 5 y subsecuentes requieren de un paso anterior

para ser definidos bajo este esquema de construccion de definiciones. Esto es, definir el
determinante de una matriz 7 por 7 requiere definir el determinante para una matriz 6 por 6,

etc.
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LA PROPIEDAD ASOCIATIVA DESDE UN PUNTO DE VISTA GEOMETRICO.
Maestro Alfonso Ledesma Ruiz
Universidad del Valle de Atemajac.
Guadalajara Jalisco México.
alfonso.ledesma@univa.mx

Si usamos programas como el CABRI para hacer visuales e interactivas las propiedades
de los nlimeros, nuestra practica docente serd mas atractiva y eficiente.

El caso que nos ocupa es una actividad que propone el libro de Swokowski, que es
hacer un dibujo que demuestre la aplicacion de la propiedad asociativa de la
multiplicacion.

Dentro de las muchas actividades que podemos hacer con la calculadora, estd el
programa Cabri que ayuda a los alumnos a interactuar con la geometria de una manera
muy atractiva. En este ejercicio que propongo los alumnos al llegar al final de la
construccion de las figuran logran el conocimiento significativo de la propiedad
asociativa asi como la habilidad para el manejo del programa Cabri.

El posesor ird describiendo cada uno de los pasos a realizar en la calculadora y debera
utilizar alguna herramienta didéctica para hacer visible por todos los alumnos la pantalla
de su calculadora ( TI Presenter, View Screen etc.)

Se recomienda no usar esta dindmica si es la primera vez que se maneja una clase
grupal con calculadora ya que los alumnos deben contar con cierta habilidad para el
manejo del programa. Esto me lo dice la experiencia ya que en grupos donde no hay
mucha experiencia en el manejo de la calculadora, la atencion de los alumnos se disipa
y no se puede avanzar hacia el objetivo final.

El objetivo es comprobar que: ab + ac =a (b + ¢)

Bien pues explicaremos el procedimiento para la dindamica.

En la pantalla del Cabri dibujamos tres
segmentos de tamafio indefinido.

Colocamos tres etiquetas con letras que
sefalen cada segmento.

+

[RLIL] GRD AFROR FUHC

Trazamos una recta en la parte
inferior de la pantalla y dibujamos dos
circulos con el compas de radio

vy NIAN

FAIN RO AFRON FUNC
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Con segmentos remarcamos los radios de
ambas circunferencias y ocultamos la recta y
los circulos.

— — Ahora construimos 4 circunferencias de
a [= .
% radio  “a” en los extremos de los segmentos y
una recta tangente a ellas.
MAIN GRO AFROH FUNC

[ o) e el 8

Con poligonos construimos 2 rectangulos 2

h (=}
que mediran “a” por “b” y “a” por “c”
¥ R E e
I Y I RO .
Ocultamos las circunferencias y veremos === = R o ik s LR
Solo los rectangulas hechos y una linea. — SIS PR

FR[E - FLOAEFe[T# T Después construiremos otro rectangulo donde la
base sera “bc” de la siguiente forma

SR, Trazamos dos circunferencias, la primera de
E /\1 radio “b” y la segunda unida a la primera de radio

S
1
\‘ -\\‘/ --/‘rir “C”

ZCIFAFR [EG ALTO FUHC
: E Yy TFE tm SR
(L s ) o) i
Trazando los segmentos en los radios y 2 b c
ocultando las circunferencias y la recta la
imagen nos queda asi: +
ZCIFAFR [EG ALTO FUNC
. 3 P ) ) S
3 - z Con el compas tomamos la medida del segmento
M THE CIRCLE “a” y dibujamos dos circunferencias en los
o X’ extremos de los segmentos unidos. Con un

poligono construimos el rectdngulo base “bc” y
altura “a”, ocultamos las circunferencias.

kY
SCIFAR [EG ALTO FUHC
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Colocamos las medidas de los
segmentos

athi+alcy

ath+ch

thtcl b
GRD AFROE

HMAIN FUNC

La calculadora nos da con F6 éarea | g b c
automaticamente el 4rea de los | D oen - T-Then
poligonos. ath+ed + ath)+ alc?
a] =
a a
a
I G, FECmE . 3dome
MAIN kD AFROY FUMC

[
. FECm = 1. 18ck

HMAIN GRD AFRDH FUMC

Con comentarios escribimos las operaciones

e indicamos la letra de cada lado.

Con la calculadora del Cabri que esta en
F6 “calcular” obtenemos el area del

tercer

athre? 3tk atcd poligono:
b [
E a
= a *(b+c) enter.
L P8 e O od
ax*h
AN GRD AFKOR FLUHC
+ b c
a a
a
Chted 0. PEome G, Sdomi
HMAIN GRD AFROR FUNC
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Podemos comprobar de diversas formas que a ( b + ¢ ) = a(b)+a(c) sumando areas o
bien realizando multiplicaciones con las longitudes de los segmentos .

Los alumnos desarrollan su creatividad y algunos hasta realizan animaciones para poder
mover los segmentos y asi observar que sin importar las magnitudes de los segmentos la
propiedad sigue siendo valida.
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Taller de Ecuaciones Diferenciales en Cabri

Julio Antonio Moreno Gordillo
Julio.Moreno@imag.fr
Instituto Tecnologico de Tuxtla Gutiérrez,
Tesista en la Universidad Joseph Fourier

Resumen

En este escrito se muestran algunas aplicaciones posibles de Cabri en la
ensenanza de las ecuaciones diferenciales, las cuales han surgido en el contexto
de un proyecto de investigacién cuyo objetivo es estudiar las concepciones de los
estudiantes sobre las nociones asociadas al campo conceptual de las ecuaciones
diferenciales.

En primer lugar se describen algunas caracteristicas de la ensefianza actual de la
disciplina de interés. Enseguida se presenta una serie de actividades sobre
diferentes topicos de ecuaciones diferenciales de primer orden. Al final en las
conclusiones se esbozan resultados preliminares de la puesta en escena de
algunas de estas actividades.

1. Introduccion.

Desde sus inicios, las ecuaciones diferenciales se han desarrollado en los marcos
algebraico, numérico y geométrico, sin embargo la ensefianza tradicional ha privilegiado el
estudio de los métodos algebraicos de resolucion exacta. Este énfasis a un solo marco
produce en los estudiantes una vision restringida e insatisfactoria de este campo de estudio
(Artigue, 1992; Boyce, 1994).

El hecho de que el ambiente de geometria dindmica Cabri facilite la interaccion de los
diferentes marcos asociados a las ecuaciones diferenciales (Diaz Barriga & Sandoval, 2001;
Moreno & Laborde, 2003; Arslan & Laborde, 2003), nos ha conducido a interesarnos en el
desarrollo de «medios» (Laborde, 1994) posibles para organizar situaciones relacionadas
con estos saberes que favorezcan una diversidad de puntos de vista, provoquen la
movilizacion de diferentes nociones que les son asociadas y obliguen a un trabajo de
interpretacion en términos matematicos de los hechos experimentales.

2. Actividades propuestas.

2.1 Articulacion familia de curvas — ecuacion diferencial

Con el fin de favorecer el desarrollo de un proceso experimental en el estudio de las
ecuaciones diferenciales, se disefiaron actividades para asociar familias de curvas con
ecuaciones diferenciales y para poner en ecuacion una familia de curvas, de acuerdo al
esquema siguiente:
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Marco geométrico

1. Familia de <

4. Curva /

Curvas

Fam curvas

Confrontacion yy

Marco algebraico

2. Asociacion o
puesta en ecuacion

3. Resolucion

algebraica

Las actividades comienzan con un trabajo exploratorio en Cabri, seguidas de una fase de
trabajo en el marco algebraico y finalizan con un regreso al ambiente informatico para
actividades de trazo y verificacion. Si los resultados no son los esperados, el proceso puede

reiniciarse.

2.1.1 Asociacion familia de curvas — ecuacion diferencial

En estas actividades, se espera que como resultado del trabajo exploratorio en la familia de
curvas, la identificacion de propiedades tales como simetrias, monotonia, extremos
relativos, etc., interpretadas algebraicamente, conduzca a elegir la ecuacion diferencial

correspondiente.

Ejemplo:

Enunciado de la actividad

La curva Q se desplaza por medio
del punto C. La recta I tangente a Q
en P se desplaza sobre la curva. El
vector desplazable de origen M, es
tangente a las curvas Q.
Dada las ecuaciones siguientes:
A) y'=-a (x+y); B)y' = b (x-y);
C) y'=-mxy; D)y =-nxly;

a, b, m,n elementos de R

1) Elegir, sin integrar, la que
corresponde a la familia de curvas
Q,

2) Justificar la eleccion hecha,

3) Resolver la ecuacion diferencial
seleccionada y trazar en Cabri la que
pasa por el punto (-2,0),

Pantalla inicial

A Lol Grbomitre 1] Phes < Iooabes 1.9 ]

Tl e fain Qe feee jen joe

EEEPECEEEE

4) Verificar de  dos  formas|. 1 o
diferentes que la curva trazada es | s ags [Fssemmin Bt
efectivamente la que se solicito.
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Pantallas posibles

Lugares geométricos

Al desplazarse C sobre el eje Y Vectores tangentes al recorrer M una rejilla

DB EEI S =

2.1.2 Puesta en ecuacion de una familia de curvas

Los problemas relativos a la puesta en ecuacion de una familia de curvas, son comunes en
los cursos de ecuaciones diferenciales, tienen la ventaja de que no requieren de
conocimientos extramatematicos para abordarlos. Se han elegido las exponenciales y las
tractrices, debido a que estas pueden caracterizarse por invariantes geométricos
relacionados con la recta tangente a las curvas solucion. Las exponenciales se distinguen
por tener subtangentes constantes, y las tractrices por tener un segmento de la tangente
constante.

Se espera que como resultado del trabajo exploratorio con la familia de curvas se llegue a la
escritura de la ecuacion diferencial que le es asociada, movilizando alguna de las siguientes
estrategias: asociacion de una expresion algebraica a las curvas, constatacion de una
relacion numérica entre la pendiente de la recta tangente y las coordenadas del punto de
contacto, o la identificacion del invariante geométrico y su correspondiente
matematizacion.
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Familia de exponenciales

Enunciado de la actividad

La curva Q¢ es desplazable en
C:

1) Encontrar la  ecuacion
diferencial de primer orden de la
familia de curvas,

2) Justificar que la ecuacion
encontrada corresponde bien a la
ecuacion de la familia de curvas,
3) Resolver la ecuacion y trazar
la curva que pasa por el punto
0.2),

4) Verificar de dos formas
diferentes que la curva trazada
es la que efectivamente se les
solicito.

Pantalla inicial

#h Cabe Gbomitin 1| s - [Deumibma Activité. bal
Tl Febm  Edion Dotors Feghte Geison g

N REEEEE

=2
ﬁr\.o« i |
WD | |1 & [ Cate Geominse P

B nar

Familia de tractrices

Enunciado de la actividad

La curva I'y es desplazable en
M:

1) Encontrar la  ecuacion
diferencial de primer orden de la
familia de curvas,

2) Justificar que la ecuacion
encontrada corresponde bien a la
ecuacion de la familia de curvas,
3) Resolver la ecuacion y trazar
la curva que pasa por el punto
(0,1),

4) Verificar de dos formas
diferentes que la curva trazada
es la que efectivamente se les
solicito.

Pantalla inicial

1, Cabi Gfommistin 1 Phus - [Trosissbane Activiti fig]

T Fhw  Edbon Dpone Fepltw Seison  fie
x|

[ e ]

A AE]

B s

2.2 Articulacion vectores tangentes variables — ecuaciones diferenciales

Esta actividad consiste en asociar vectores tangentes variables previamente construidos y
ecuaciones diferenciales de la forma y'=f(x,y). Se trata de relacionar las caracteristicas

Taller de Ecuaciones Diferenciales en Cabri 133

J. Moreno

IberoCabri 2004




geométricas asociadas a los vectores con las caracteristicas algebraicas de la ecuacion
diferencial.

Asi por ejemplo si un vector no cambia al ser desplazado sobre una recta paralela al eje
vertical, entonces esta asociado a una ecuacion diferencial de la forma y'=g(x), si un vector
permanece horizontal sobre una recta y=b, entonces ()-b) es un factor de f(x,y), etc.

Ejemplo:
Enunciado de la actividad Pantalla inicial
e gl
Cada uno de los 4 vectores| n K :
variables es tangente a las
curvas solucion de una
ecuacion diferencial de veetor2 v
primer orden.
Asociar a cada vector la 0
ecuacion que le correspondey | ——— e 1
justificar la respuesta Vector1 '
1) y'=-ay, 2) y'=b
2,2
Vo
3) y'=ce", 4)
o 12,2
y'=dxy), | :
5) y=hy,  6)y e i |
’:k(x'i_y), 7)_)7 J:m x2 e | A E [ ot Gcmtnse i 1 B o
a,b,c,d, h, k,me9".

Pantallas posibles

Campo de vectores asociado al vector 1 El vector 4 cambia sobre una recta horizontal y
una vertical
8 S8 P e 1 | |
[eEEErEbED) {, __ sl =P LB . |
Tt gt o e e f o ’
o tld R ;
{ﬂ, ot 1 f!r’; ! A
£ i g 7 Ll 7 7 ~
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2.3 Coordinacion expresiones algebraicas — vectores variables — familia de curvas

Se trata en este tipo de actividades de escribir la ecuacion diferencial que produzca un
vector tangente a la familia de curvas, lo cual debera validarse mediante el desplazamiento
tanto del vector sobre una curva como el desplazamiento de la curva. Se espera que la
implementacion de estrategias numéricas, que pongan en evidencia alguna relacién entre
las coordenadas del punto inicial del vector y la pendiente del vector, o el recurso a la
puesta en relacion de las propiedades geométricas tanto de los vectores tangentes como de

la curva conduciran al logro de la tarea.

Enunciado de la actividad

On

La curva es “"“‘M‘:@
desplazable por medio del
punto H. El vector de
origen S es desplazable
sobre la curva.

La tarea consiste en
encontrar la expresion de
la ecuacion diferencial

para la cual el vector de

3 Ul Gt 11 P - [Vochofputlabie e b *]
i Ficher  Edton (Jpions Frodte Semon A

Pantalla inicial

origen S, es siempre

tangente a cualquier curva | ; o
Oy, para todo punto S de | 2esdaes TR At
la curva. Justifique su

respuesta.
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Pantallas posibles

Traza del vector de origen S cuando S se Traza de la curva ®y cuando H se desplaza
desplaza sobre la curva sobre el plano
Tl fctm o [oders Fplte Jeuoe jui =8
[ NEEEFECEFEL
Modfica expresion:
¥= a2
!!I
|
II|II
N
2 4 £ &
Boinwn| AEG (et Gf wn | Bomem| NEG5  [Frkbemnetre ¢ 7w

2.4 Estudio de un modelo evolutivo

En esta actividad se trata de evidenciar la influencia del cambio de valores en los
parametros de un modelo particular en la evolucion del sistema modelizado.

Ejemplo

Las ecuaciones diferenciales como -‘ff=a(t)P+b(t)P2+c(t), pueden ser interpretadas

en términos de dindmica de poblaciones: donde a(f) representa la tasa de
crecimiento natural; b(t) representa (si es negativo) las limitaciones del ambiente y
c(t) representa la inmigracion (si es positivo) o la caza/pesca (si es negativo).
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Enunciado de la actividad
Se muestra una solucién

1 Cabe Gidométre 1 s - [Deamibme Actit: fig *|

Fch  [dion oo Tepder fucion  Acde

Pantalla inicial

[\ iG] A 2] 2]

aproximada de la ecuacion
AL —fP-m(1+cost)P~n

Los parametros son
modificables y el punto M
desplazable:

1) Describa la evolucion de la '
poblacién,

2) Que sucede cuando t — ©?

3) Es posible encontrar valores
de pardmetros que aseguren la
supervivencia de la poblacion?
4) Si existen esos valores, hasta
que punto es posible modificar
uno de ellos, por ejemplo, la tasa | &
de pesca sin poner en riesgo ala| ™
poblacién?

Medelg P= kP (1+cosli P 2n

ABS [ Catm Gibometre 1 1

MODELO POBLACKINAL

Parametros :
Tasa de crecimiento k=042
Limitaziones ambiente m= 027
Tasadepescan=045

Magnitud vectores =08 em

of
Bl ma

Pantallas posibles

)

Traza de soluciones aEroximadas Camgo de vectores

e
===

[ Cabe Bdomie 8 P

Bl an

[ Cabe Comiers B P

'fi. -;.._ = & 5 \ _uum}uvwﬁnwuu. \ L =
¥ | H !
iy, Modee P = | B 1 bt “"I““""I""""."ﬂ""‘w.'?*" iy Tasighccimigioks Dt 1
S v i‘f g | LimEaciones ambients == 003
P I —— el ' '] T Twdepnan s
e 17T ey #5 LA . %

(En cada pantalla se hizo una eleccion particular de valores de los parametros)

3. Conclusiones.

La puesta en escena de las actividades 2.1.1, 2.1.2 y 2.2 o alguna variante de ellas, con
estudiantes mexicanos y franceses (Moreno y Laborde, 2003; Arslan y Laborde 2003), ha

permitido dar elementos para constatar que:
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- Existe una tendencia generalizada de los estudiantes en intentar, como primera
estrategia para articular los marcos geométrico y algebraico, hacer primero un trabajo
algebraico tal como resolver la ecuacion diferencial para enseguida hacer las articulaciones
con el marco geométrico. Se ve en esto el efecto de una ensefianza centrada en el marco
algebraico. Sin embargo el bloqueo a estas estrategias, utilizando por ejemplo coeficientes
literales o trabajando inicialmente con la familia de curvas sin dar una expresion algebraica,
muestra que es posible inducir a los estudiantes a razonar a partir de los hechos geométricos
y luego a vincularlos con las caracteristicas algebraicas de las expresiones o a interpretarlos
algebraicamente.

- Las caracteristicas especificas de Cabri pone a disposicion de los usuarios ciertas
herramientas que no son disponibles en un ambiente papel/lapiz. Por ejemplo, facilita la
construccion del campo de pendientes de una ecuacion diferencial o de la traza de un
vector, permite construir sin dificultad una solucidon aproximada, etc. Asimismo este tipo de
especificidades del ambiente de geometria dindmica, ha permitido la concepcion de tareas
nuevas, tales como el iniciar con un trabajo exploratorio con vectores o curvas, sobre el
cual la interpretacion matematica de las caracteristicas geométricas de las construcciones
obligan a una articulacion entre los marcos geométrico y algebraico.

- La articulacién de marcos favorece la emergencia de nuevos razonamientos en los
estudiantes, por ejemplo para asociar vectores variables con ecuaciones diferenciales de la
forma y' = f{x,y), aplicaron implicitamente reglas como:

R.1. Cuando el vector permanece sin cambio sobre una recta vertical
(respectivamente horizontal), esta asociado a una ecuacion diferencial que depende
unicamente de x (resp. de y). En el caso contrario, esta asociado a una ecuacion que
depende de las dos variables.

R.2. Cuando hay una anomalia sobre una recta o si en ella el vector permanece
vertical, entonces f{x,y) no esta definida sobre esta recta.

R.3. Si el vector tangente es de pendiente positiva (resp. negativa), entonces esta
asociado a una ecuacion diferencial para la cual y' es positiva (resp. negativa).

R.4. Vectores horizontales, se asocian a los ceros de la derivada. Por ejemplo, si
sobre y = 5 el vector es horizontal, se debe buscar la ecuacion para la cual )’ se
anulaeny = 5.
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La Geometria del Taxi en Cabri

Augusto J.M. Wanderley, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Brasil
José Paulo Carneiro, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Brasil

1. Introduccion

Una pareja quiere comprar su casa en una gran ciudad. El marido trabaja en el punto
A de la ciudad y la esposa en el punto B. ;Donde debe la pareja escoger su residencia P de
modo que la suma de las distancias a los dos locales de trabajo sea minima?

En la Geometria Euclidea, este problema es facil. Representando por d,.(4;B) la

distancia euclidea usual entre los puntos 4 y B, entonces, por la desigualdad triangular, la
suma d,(A4;P)+d.(P;B) nunca es inferior a d, (4;B), y este valor minimo es alcanzado
cuando P pertenece al segmento AB. Por lo tanto la pareja puede escoger para vivir
cualquier punto del segmento 4B .

Pero hay aqui un problema. ;Habré residencias en el segmento AB? Solo si el
disefio de las calles de la ciudad lo permite. Si, por ejemplo, la ciudad, o por lo menos una
parte de ella, fue planeada de modo que sus calles son paralelas o perpendiculares, puede

ser que no haya residencias en el segmento AB. En la Figura 1, por ejemplo el menor
recorrido entre 4 y B no es el segmento usual AB, sino el camino AC+CB, u otros
caminos equivalentes, como AD+DE+EF +FB.

F B
D E
A c
Figura 1

Para tratar de geografia urbana, un modelo conveniente es la llamada “Geometria
del Téxi” (GT), que recibe este nombre porque las distancias recorridas en una ciudad por
un taxi son mas proximas de estas que de las distancias euclideas.

El estudio de la Geometria del Téxi (GT) se ha revelado de utilidad en la ensefianza
de la geometria, como un ejemplo muy accesible de una geometria no euclidea (Krause
1975), y sigue siendo objeto de constantes investigaciones (So 2002).

En la GT, fijado un sistema de coordenadas cartesianas en el plano, las rectas y los
angulos son los mismos que en la Geometria Euclidea (GE), pero la distancia entre los
puntos 4=(x,;y,) y B=(x,;,) esdadapor d,(4B) =[x, —x,[+|y,— v, |.
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[xA-xB]|

Figura 2

El presente taller tiene por objetivo investigar la GT usando la Geometria Dindmica
ofrecida por Cabri. Por el cardcter investigativo propio de un taller, este texto, em su
primera parte, no da las respuestas a todas las cuestiones que propone, sino que es
solamente un guia para estudio. La parte final (Sugestiones y comentarios) solo debe ser
leida después de la investigacion.

2. Tareas de Investigacion

2.1. El taxi-compas

Las construcciones bésicas en una geometria métrica se apoyan en la regla y el
compas. La regla no ofrece problema, puesto que las rectas de la GT son las mismas que en
la GE. Nuestra primera tarea es fabricar el taxi-compas.

La taxi-circunferencia K,(C;r), de centro Cy radio r, es el lugar geométrico de los
puntos P que distan  del punto C. Siendo C=(x.,y.), el punto P =(x;y) pertenece a
K, (C;r)siysolosi [x—x.|+|y—y.|]=7.

En particular, la ecuacion de la taxi-circunferencia K,(C;r), de centro en el origen
O del plano coordenado y radio res | x|+| y|=7.

Tarea 1: Construir una macro que calcula la taxi-distancia entre dos puntos del
plano coordenado.

Tarea 2: Construir la taxi-circunferencia de centro en el origen y radio dado (como
una edicién numérica).

Tarea 3: Construir la taxi-circunferencia de centro en un punto dado y radio dado
(como una edicion numérica). Hacer la macro correspondente.

Tarea 4: Construir la taxi-circunferencia de centro en un punto dado y pasando por
un punto dado. Hacer la macro correspondiente.

Tarea 5: La herramienta “Compas” de Cabri permite construir una circunferencia
euclidea de centro en un punto dado y con radio igual a un segmento dado (verifique). (Es
posible fabricar una herramienta analoga para la taxi-circunferencia?
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Tarea 6: Investigar la interseccion de una reta con una taxi-circunferencia.
Tarea 7: Investigar la interseccion de dos taxi-circunferencias.
Tarea 8: Considerar las circunferencias K, de centro (0;0) y radio 2, y K,, de

centro (2;1) y radio 1. a) Contruirlas en Cabri; b) Verificar por el Algebra que su
interseccion es un segmento de recta.

2.2. La taxi-distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto a una recta es la menor distancia de este punto a un punto
de la recta. En GE, es muy conocido que la distancia del punto P a la recta » es la distancia
de P al pie de la perpendicular por P a r.

Tarea 9: Investigar la taxi-distancia de un punto a una recta.

Tarea 10: Hacer una conjetura sobre una formula para la taxi-distancia de un punto
a una recta y verificar por Algebra la validad de la formula.

2.3. La taxi-mediatriz

La mediatriz de un par de puntos 4, B (o de un segmento AB) es el lugar
geométrico de los puntos del plano que equidistan de 4 y B. En GE, es muy conocido que

la mediatriz es la recta perpendicular a 4B que pasa por el punto medio de 4B .

Tarea 11: Investigar la taxi-mediatriz de AB .
Tarea 12: Verificar por Algebra las diversas formas que asume la taxi-mediatriz

segun las posiciones del segmento AB .

2.4. La taxi-elipse

En la GE, la elipse de focos 4 y B y eje mayor 2a es el lugar geométrico de los
puntos P del plano tales que la suma de las distancias de Pa 4y B es 2a. Su forma, sus
propiedades y su importancia son bien conocidas, asi como de las otras conicas, como la
parabola y la hipérbole. Las taxi-conicas han sido ampliamente estudiadas (So 2002). En la
GT, dados los puntos 4 y B y un nimero 7 (en un plano coordenado), la taxi-elipse de
focos A y B y parametro r es el lugar geométrico de los puntos P del plano tales que la
suma de las distanciasde Pa Ay Besr.

Tarea 12: Investigar la taxi-elipse, dados los focos y el pardmetro.

Tarea 13: Verificar por Algebra las diversas formas que asume la taxi-elipse, segun
las posiciones de los focos.

3. Sugestiones y comentarios

3.1. El taxi-compas

La construccion de la taxi-circunferencia no presenta dificultad.

Se puede observar que la ecuacion |x|+| y|=r, de la taxi-circunferencia de centro
en el origen O del plano coordenado y radio 7, no se altera si cambiamos x por —x o y por
-y, lo que significa que su grafico es simétrico respecto a los ejes coordenados y al
origen. Es suficiente, por lo tanto, construirlo en el primer cuadrante, donde se reduce al
segmento de la recta x + y = r contenido en este cuadrante.
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El caso general de la taxi-circunferencia de centro C y radio », con ecuacion
|x—x.|+|y—y.|=r, pude ser obtenido de la anterior por traslacion segiin el vector

(x-; ). Por supuesto, se puede también construir directamente el cuadrado resultante.

La cuestion levantada en la Tarea 5 es interesante. La longitud de un segmento,
dada por Cabri, es la distancia euclidea entre los extremos del segmento. Observar que, en
GT, la distancia depende de la pendiente del segmento.

La interseccion de dos taxi-circunferencias levanta una cuestion delicada y muy
importante. La interseccion de dos taxi-circunferencias (que son cuadrados euclideos) no
siempre se reduce a uno o dos puntos, pero ocasionalmente es todo un segmento euclideo
(Wanderley et al. 2004), como comprueba la Tarea 7, y Cabri no estd directamente
preparado para esto. Como las construcciones geométricas usuales se basan en la regla y el
compas, o sea, en las intersecciones de rectas y circunferencias, este es un punto que debe
ser tratado con especial cuidado en la GT.

La GT tiene muchas propiedades en comln con la GE. La desigualdad triangular se
cumple, las rectas y angulos son los mismos, cada recta posee un sistema de coordenadas,
etc. Pero en otras propiedades, ellas difieren. Por ejemplo, para tres puntos 4, By C, la
igualdad d,(4;B)=d.(A4;C)+d.(C;B) se cumple, en la GE, si y solo si los tres puntos
son colineales y C esta entre A y B. Sin embargo, en la GT, si la recta por 4 y B no es
paralela a uno de los ejes coordenados, d,(A4;B)=d,(A4;C)+d (C;B) se cumple para

todos los puntos del rectangulo que tiene A y B como vértices opuestos. Esto puede pasar
porque, en la GT, los sistemas de coordenadas sobre cada recta dependen de las pendientes
de estas rectas (Martin 1972).

El comportamiento raro de la interseccion de dos circunferencias choca a la primera
vista, pero este mismo choque tiene un valor muy importante para mejorar el espiritu critico
de los estudiantes y profesores. Es sabido que en una de las primeras demostraciones de sus
Elementos, Euclides usa la existencia de un punto de interseccion de dos circunferencias,
sin que un axioma anterior lo garantice. El teorema que dice que la interseccion de dos
circunferencias tiene al maximo dos puntos se cumple en toda “geometria neutra” (Martin
1972). La GT no es una geometria neutra, por no cumplir con los casos de congruencias de
tridngulos.

3.2. La taxi-distancia de un punto a una recta

Una manera convincente de investigar la taxi-distancia de un punto a una recta es
usar una taxi-circunferencia con centro en el punto y radio variable, hasta “tocar” en la
recta. Esto va a sugerir como esta distancia varia segun la pendiente de la recta (Wanderley
et al. 2003).

La formula algebraica es un interesante ejercicio de manipulacion del valor
absoluto.

3.3. La taxi-mediatriz
La investigacion de la taxi-mediatriz usa la interseccion de dos taxi-circunferencias
y necesita de los mismos cuidados. Las conclusiones son sorprendentes. Atencion especial

debe ser dada al caso en que el segmento AB tiene pendiente 1 o —1, cuando se constata
que la taxi-mediatriz es una union de cuadrantes.
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Para la construccion de la taxi-mediatriz en Cabri, puede ser necesaria la utilizacion
de construcciones condicionales, lo que, por si solo, es un tema palpitante (Alice;
Monrocq).

3.4. La taxi-elipse

Valen para la taxi-elipse observaciones andlogas a las hechas para la taxi-mediatriz
sobre el uso de la interseccion de dos taxi-circunferencias para la investigacion y el uso de
construcciones condicionales.

Invitamos los estudiantes y profesores a investigar también las otras taxi-conicas,
como la taxi-pardbola y la taxi-hipérbole, cuyas definiciones son las que se imponen
naturalmente (ver So 2002).

4. Consideraciones finales
La experiencia en clases ha mostrado que el estudio de una situacion no usual como
la Geometria del Téxi, fuera de la ruta comun, incentiva los estudiantes a investigar
problemas originales y desafiantes y a desarrollar su espiritu critico.
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MODELACION DISCRETA Y CONTINUA DE UNA CURVA PROPUESTA
POR ALBERTO DURERO UTILIZANDO EL PROGRAMA CABRI

Adelina Ocafia Gomez!

Alberto Durero pintor Aleman, escribi6 hacia el afio 1525 un tratado de geometria DE
LA MEDIDA?, que consta de cuatro libros. El Libro I presenta definiciones y la
descripcion de objetos geométricos de una dimension, donde concentra su atencion en la
longitud. Propone nuevas construcciones que involucran la linea recta y una serie de
nuevas e interesantes curvas que no habian sido hasta ese momento trabajadas, entre las
cuales se encuentran espirales sencillas, adornadas, inscritas en la circunferencia o
lineas helicoidales; en este primer libro se encuentra la linea curva que modelaremos
con Cabri. Ademas de lo anterior Durero explora nuevas y originales construcciones de
las conicas, que han sido consideradas por los historiadores de la matematica como el
mas significativo aporte a la construccion de la matematica y por el cual el pintor ha
sido reconocido en el campo de la matemadtica. En el Libro II Durero se ocupa de los
poligonos, y plantea procesos de construccion que conducen a resultados, en algunas
construcciones absolutamente precisas, ejemplo de esto es la construccion de una figura
de ocho vértices (octogono) (DLM, II, pag. 193). En otros en cambio Durero no le
aclara al lector que el método propuesto es apenas un método aproximado. Podemos
citar, por ejemplo, la construcciéon del pentdgono, que resulta equilatero, pero no
equidngulo (DLM, II, pag. 195). En algunos casos Durero es conciente de la exactitud,
en otros, hace caso omiso, no sabemos si consciente o inconscientemente. En este libro
Durero plantea un método aproximados para obtener la triseccion del angulo (DLM, II,
pag. 197) y de la cuadratura del circulo (DLM, II, pag. 212). Estos dos problemas
hacen parte de los tres problemas imposibles de la antigiiedad, en el sentido que no
tienen solucion con regla y compas. En el libro III Durero hace la presentacion de los
cuerpos aplicando la geometria a la arquitectura (construccion de pilares y columnas ) y
a la construccion de ejemplares para el abecedario Latino y Gotico. En la época de
Durero, Alemania se encontraba interesada en perfeccionar la imprenta, por lo que la
elaboracion de letra especial y bonita fue para Durero una preocupacion que lo llevé a
destacarse en la impresion de biblias, reconocidas por la belleza de la letra con que
fueron impresas. El libro IV se ocupa los cuerpos tridimensionales utilizando la
perspectiva.

Alberto Durero en su libro realiza las construcciones limitadas a la regla y compas como
instrumentos centrales. El grupo de trabajo de la Universidad Jorge Tadeo Lozano de
Bogotd, del Departamento de Ciencias Basicas, se ha encargado de replicar, sujetos con
estricto rigor a los procedimientos planteados por ¢l, todas las construcciones
propuestas. Este ejercicio ha estado caracterizado por una doble dificultad; la primera
traducir el lenguaje demasiado brusco que usa Durero. La segunda , replicar en Cabri el
procedimiento que respete las recomendaciones del autor.

La construccion, objeto de esta presentacion, llamada por Durero “linea util que se
curva de manera peculiar” (DLM, I, pag. 159) se reconoce en el libro con la numero 32.
A continuacion presentamos los pasos a seguir de acuerdo a la interpretacion del
proceso planteado en el libro. i. Se traza un segmento cd horizontal, el cual es dividido

" Integrante del grupo de estudio de la Universidad Jorge Tadeo Lozano, del cual también forman parte:
Carlos Alberto Cardona, Julio César Ocaia, Sonia Cubillos y Natalie Dussan.

? En lo sucesivo usaremos DLM para referirnos al libro DE LA MEDIDA de Durero; citaremos el libro
en nimeros romanos y a continuacion la pagina correspondiente de la edicion en espaifiol
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en 10 partes iguales, numerandolas a partir de la primera division 1.2, ...10. ii. En la
quinta divisién se traza una linea perpendicular ab, la cual se divide en 20 partes
iguales, numerandolas de abajo hacia arriba, 1, 2, 3,etc. iii. La division 1-2 de la
horizontal se divide en tres partes iguales, y a la primera divisién se le aumenta un
tercio, obteniéndose el segmento cm. iv. Con radio cm haciendo centro en d se traza
una circunferencia. Con la medida bd se traza una circunferencia haciendo centro en el
punto 1 de la recta vertical ab, de modo que corte la circunferencia anterior. A esta
interseccion se la nombra con el numero / . v. Este punto se toma como centro para una
nueva circunferencia de radio cm y desde el punto 2 de la linea vertical ab se traza otra
circunferencia de radio bd. El punto de interseccion de estas circunferencias es el punto
2 de la curva. Este proceso se itera para los demds puntos hasta el punto 20 de la linea
vertical ab. Los puntos que han sido identificados en la construccion anterior como 1,
2, 3, ..., 20, se unen con trazo continuo, obteniéndose la linea util que se curva de
manera peculiar .

En esta construccion se pude apreciar facilmente que se tiene una circunferencia que se
mueve verticalmente. Si modificamos la longitud del segmento cm, podemos ver la
familia de curvas de la que Durero propone.

IberoCabri 2004 146 Reporte de divulgacion: Modelacion discreta ...
A. Ocafa



17

18

19

20

P

C m \
12 3 4 95b g 781\ /d

En muchas de las construcciones que plantea Durero, se advierte un salto enorme en el
proceso, cuando propone la construccion en términos de un ntimero finito de puntos, y
al final se hace un trazo continuo que involucra, no solo los puntos derivados de la
construccion, sino infinitos puntos entre ellos asumiendo que cumplen la misma regla
de construccion.

Ahora que se ha seguido el proceso planteado por Durero en su libro DE LA MEDIDA,
es conveniente pensar la curva propuesta por Durero con una serie de puntos discretos,
como la que describe el movimiento de la rueda de un tren, en el cual, la rueda interior
se desliza sobre el riel, pero la rueda exterior describe una curva continua que
ilustraremos, ajustdndonos a un proceso que respete lo mejor que se pueda la regla de
construccion.

i. Se trazan dos lineas perpendiculares / y 2. ii. En la interseccion de dichas rectas se
ubica el punto A y se dibujan las circunferencias C; y C, concéntricas de radios
diferentes. iii. En la linea horizontal / se marca un punto C y alli se traza una recta
perpendicular a ella, y una semirrecta de origen C, sobre la recta. iv. se marca un punto
D cualquiera sobre la semirrecta (este punto indicard el desplazamiento de la
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circunferencia menor ), y se traza el segmento CD. v. Se traza la paralela 4 a larecta /
que pase por el punto D. vi. En la interseccion de la recta 4 con la recta 2 se ubica el
punto B. Con centro en B se trazan las circunferencias C; y C, de igual radio que las C;
y C; respectivamente. vii. Se transfiere la medida del segmento CD en la circunferencia
C; que determina el punto E, se traza la semirrecta BE. En el punto de corte con Cy se
determina el punto F, que es el que da origen a la curva continua. Con la herramienta
“lugar geométrico” se traza la curva de F respecto al punto D.

-

c4

6,66 cm

En este trazado de la curva de manera continua, no se respetan las medidas propuestas
por Durero, pero se puede hacer una aproximacion muy cercana a la curva que propone
Durero. Ademas de esta se obtiene la familia de curvas que cumplen con las mismas
propiedades que la curva de Durero. Esta curva se le conoce con el nombre de Cicloide.
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El trabajo permite aprovechar ese recurso poderoso que es la tecnologia computacional
para modelar el mundo. Permite recrear la obra de otros pensadores que nos muestran la
belleza y la aplicacion de la geometria al arte y a la ciencia.
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LA EVALUACION DE EMAT EN LINEA.

LA EXPERIENCIA DE COAHUILA.

Emilio de Le6n Davila
Maria Teresa Lopez Hernandez
Centro Siglo XXI Informatica Educativa
Unidad Campo Redondo

siglo2 1 (@csxxi.sepc.edu.mx

ANTECEDENTES:

En 1999 la SEP, el ILCE, la U. A. de C., la SEPC y el Centro Siglo XXI firmaron un
convenio de colaboracion para implementar el programa EMAT en Coahuila en todas
las secundarias de la entidad. El Programa EMAT habia sido piloteado por la SEP, el
ILCE y el CINVESTAV durante tres afios, analizando la pertinencia y la conveniencia
del modelo escogido con relacién a la nueva curricula de la escuela secundaria
mexicana. Para ello, tomaron en cuenta la competencia cognitiva de los estudiantes y
evaluaron el aprendizaje logrado por los alumnos y la aceptacion y capacidad lograda

para su manejo por parte de los maestros.

ESTRATEGIA DE MASIFICACION

La masificacion fue posible, gracias a que en 1998 instalamos un LACES—
Laboratorio de Computo Escolar—en todas las escuelas secundarias del Estado y se
capacitaron a mas de 3,500 docentes en el uso basico de los equipos. Dicha
capacitacién la impartimos a contra turno, en cada uno de los centros escolares, sin

costo para los maestros.

A. CAPACITACION EN EL PROGRAMA EMAT:

Una vez firmado el convenio, la capacitacion de los maestros de matematicas la disefamos para
que se impartiera en cascada, siguiendo la siguiente estrategia: en el mes de mayo de 1999, se
ofrecieron tres cursos de sensibilizacion e Introducciéon a EMAT por parte de la SEP y del
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CINVESTAV —Centro de Investigaciones Avanzadas-- de 20 horas c/u, a personal
especializado de la Escuela de Matematicas, del CIMA --Centro de Investigacion de
Matematicas Aplicadas-- de la U. A. de C. y del Centro Siglo XXI, Informatica Educativa. El
CIMA vy el Centro Siglo XXI, a su vez, capacitamos en junio del mismo afo, en el Programa
EMAT, a 40 instructores de todo el Estado, mediante un curso de 20 horas de Introduccion a
EMAT y un Taller de 40 horas para la ensefianza y la aplicaciéon de EMAT.

Los instructores, fueron los multiplicadores del programa EMAT y capacitaron en
agosto de 1999, a 820 maestros de matematicas en todas las regiones del Estado,
mediante un taller de 40 horas; durante la capacitacion denominada Inicial, los

docentes de secundaria, se empaparon de la filosofia del Programa EMAT.

Desde entonces, se han impartido cuatro cursos de Reforzamiento Técnico
Pedagdgico del Programa EMAT, el cual se redisefia afio con afo, ya que el
contenido del mismo varia conforme a los resultados de la evaluacién en linea que
aplicamos al concluir cada ano escolar. Después de que analizamos los resultados
de la evaluacién, informamos a los docentes el resultado obtenidos y retomamos los
conceptos que los alumnos tuvieron mas dificultad para resolver. Cabe aclarar, que la
Universidad Autonoma de Coahuila, a través de la Escuela de Matematicas y del
CIMA-Centro de Investigacion de las Matematica Aplicada- colaboraron
estrechamente con el Centro Siglo XXI en el Programa EMAT, tanto en el redisefio de
los Cursos como en la capacitacion de los 40 Instructores, quienes a su vez,

capacitan a mas de 700 docentes de matematicas en todo el Estado.

B. EVALUACION.-

El Programa EMAT, en Coahuila, se ha evaluado desde sus inicios: la Universidad
Autonoma de Coahuila, a través del CIMA y de la Facultad de Matematicas, colaboré
con el Centro Siglo XXl y en el ciclo escolar 1999-2000, realizaron una evaluacion
constante mediante encuestas, que se aplicaron a directivos, docentes y alumnos;
para conocer la aceptacion del Programa. Al finalizar dicho ciclo escolar, se aplicdé un
examen a cerca de 80,000 alumnos que fue revisada a través de lector 6ptico; siendo

esta modalidad muy onerosa, tanto econémicamente, como en tiempo y esfuerzo.
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La evaluacion y el analisis de los resultado los realiz6 la U. A. de C.; considerando
los resultados mencionados, el contenido del Curso de Reforzamiento Técnico
Pedagdgico y la capacitacion subsecuente, se llevaron a cabo en coordinacion con el

Centro Siglo XXl y la Secretaria de Educacion Publica de Coahuila.

Concientes de que el Programa Emat debe ser evaluado en forma continua, durante
los siguientes afios nos vimos en la necesidad de buscar nuevas estrategias que nos
permitieran aplicar exdmenes a muestras significativas, de tal forma que pudiésemos
obtener resultados rapidamente, con menos esfuerzo, en menor tiempo y sin tanto

costo.

La mejor estrategia fue utilizar las bondades de la tecnologia y aprovechar la

infraestructura computacional con la que contamos.

Después de arduas investigaciones, encontramos un programa servidor de paginas
web gratuito que nos permite publicar examenes en redes locales y por Internet, y a
través de un programa en ASP pudimos ligar las respuestas a una base de datos, de
tal forma, que los alumnos pueden contestar su examen desde una computadora
usando el navegador y, al hacer clic en enviar, sus respuestas se almacenan

automaticamente en una base de datos.

Después de varias pruebas y resolver problemas especificos de configuracion de
redes, relacionados principalmente con el protocolo TCP/IP, decidimos disefiar una

logistica para aplicar los exdmenes en todas las escuelas secundarias del estado.
Esta logistica consistio en lo siguiente:

1. Llevamos a cabo juntas en todas las regiones del estado con los
Inspectores y un Responsable de LACES por Zona Escolar, dandoles la
responsabilidad de que el examen se instalara y aplicara en cada una de las

escuelas a su cargo.

2. Les entregamos un instructivo para aplicar la evaluacion y dos CD’s, el
1° contenia el examen y el 2° de recuperaciéon, para utilizarse en el caso de

presentarse la necesidad de restaurar alguna maquina

3. Los Inspectores y Supervisores enviaron los disquetes Centro Siglo XXI,

en donde los recopilamos para su analisis.
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4. La informacion recabada la conjuntamos en una base de datos, con la

cual efectuamos el analisis respectivo.

La evaluacion del Programa EMAT del ciclo escolares 2000-2001, la llevamos a cabo
utilizando esta modalidad, y obtuvimos una muestra de 20,000 alumnos asi como una
encuesta a docentes y directivos de los mismos planteles. Los resultados de esta
evaluacion fueron muy importantes ya que, basandonos en ellos, fue posible disefiar
el Curso de Reforzamiento Técnico Pedagodgico, para docentes de matematicas del
Estado; en el mismo propusimos estrategias didacticas que son aplicables tanto en el
LACES como en el salén de clase, sobre todo con aquellos temas en los que los

alumnos mostraban tener dificultades.

En el ciclo escolar 2001-2002 realizamos de nuevo la evaluacion, en la cual
recabamos una muestra de 19,838 alumnos, 86 directores y 142 maestros. Los
resultados que obtuvimos, nos permitieron detectar aquellos grupos que aun no se

integraban al trabajo de Emat.

En el ciclo escolar 2002- 2003 integramos una nueva modalidad: responder el
examen mediante el uso de Internet, con la cual simplificamos aun mas la recopilacion

de datos.

Por primera ocasién, 6,240 alumnos presentaron examenes y 110 docentes
contestaron encuestas via Internet. Las escuelas sin conectividad trabajaron en red
local, participando en esta modalidad 19, 410 estudiantes y 433 maestros y directivos.
En total, 25,650 alumnos y 543 docentes participaron en la evaluacion, superando la

muestra anterior que fue de alrededor de 20,000 participantes.

En el presente afio escolar realizaremos la cuarta Evaluacién en linea, usando las
modalidades de red local y de Internet y, a partir del ciclo escolar 2004-2005, se
agrega oficialmente a Emat Coahuila el uso de Cabri, por lo que fue necesario

elaborar un nuevo examen que contiene reactivos de Geometria

Por ende, ajustamos la evaluacion del Programa EMAT correspondiente al ciclo
escolar 2003-2004, agregando reactivos de geometria, que nos permitiran evaluar los
conocimientos basicos de geometria y manejo de Cabri en los tres grados de

secundaria; lo anterior nos servira como diagndstico para elaborar nuevas hojas de
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trabajo y disefar las actividades del Quinto Curso de Reforzamiento Técnico
Pedagadgico.

Un objetivo mas que perseguimos al aplicar dicha evaluacion, es detectar a los
alumnos de mejor aprovechamiento, para invitarlos a participar en la Cabri
Competencia, que se realizara el dia 28 de mayo via Internet, con lo cual

pretendemos lograr la participacion de alumnos de todo Coahuila.
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Elementos Ludicos y Cabri, una buena combinacion

M.E. Gerardo Gallegos Gamiz.
Integrante del grupo de instructores de EMAT en Durango.
Subsistema de Secundarias Generales.
Secretaria de Educacion del Estado de Durango.

gergamiz(@hotmail.com
“Nunca son los hombres mas ingeniosos
que en la invencion de sus juegos”
Leibnitz.

La naturaleza cognoscitiva del hombre estd ligada a los elementos ludicos, visuales,
representativos e intuitivos. Asi, quien se dedique a la docencia no puede dejar de lado
estos elementos, debe cultivar en lo posible la actitud ludica en el desarrollo de su actividad
profesional.

Cabri Géometre es un software con multiples bondades didacticas, mismas que se pueden
aprovechar incluyendo actividades que contengan elementos conocidos y atractivos para
los adolescentes, tales como dibujos animados y personajes de los comics. En esta platica
se mostraran algunos resultados que surgieron al trabajar en el aula, actividades con estas
caracteristicas, destacando en ellos la motivacion, trabajo de equipo, uso adecuado de
lenguaje matematico, apropiacion significativa de conceptos matematicos y el desarrollo de
analisis y razonamiento, a través de la observacion, entre otros. Los resultados presentados
se apoyaran con videos y fotografias que muestran el desempefio de los alumnos durante las
sesiones. Ademas, en una de las clases se contd con la presencia de la Dra. Teresa Rojano
Ceballos, quien es Coordinadora Nacional del Programa “Ensefianza de las Matematicas
Asistida con Tecnologia” (EMAT), y su equipo de colaboradores por parte de la Direccion
General de Métodos y Materiales Educativos y del CINVESTAV, en calidad de
observadores.

A continuacion aparecen las actividades trabajadas y la construccion inicial de la que se
parte al aplicarlas:

HOJA 1 BOB ESPONJA

Nombre
Gpo.

1.- ;Recuerdas lo qué es un Eje de Simetria?, escribe lo que recuerdes de este concepto.

2.- Traza los ejes de simetria de las siguientes figuras.
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3.- A continuacidn se muestra una figura parecida a “Bob Esponja” (;lo conoces?).

4.- Abre el archivo “Bob Esponja_1” . Enseguida abre el archivo “Bob Esponja_4”
5.- Utilizando las herramientas necesarias de CABRI completa la cara de “Bob Esponja”.
Recuerda que debe soportar la prueba del arrastre. Al reverso de la hoja, describe paso

a paso como lo construiste.

6.- {Cuantos tridngulos puedes identificar en la figura de Bob Esponja?

7.- ¢ Qué tipo de tridngulos son?

8.- (Justifica tu respuesta?

9.- Usa CABRI para reproducir la siguiente imagen .
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Observacion: Para aplicar esta hoja de trabajo se les da el archivo Bob Esponja 1 donde se
desactiva la herramienta ocultar mostrar y Bob Esponja_4 que corresponden a la siguiente
construccion:

A

&
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HOJA 1I SPIDERMAN

Nombre

(Conoces al siguiente Super héroe?

1) Abre el archivo: “spiderman 1.fig” e inmediatamente después abre el archivo
“spiderman_2.fig” y termina de construir la telarafia usando las herramientas necesarias.

Al reverso de la hoja describe paso a paso como lograste la construccion (recuerda que
debe soportar la prueba del arrastre).

2) Como te habras dado cuenta, la forma de la telarafia simula un poligono regular.
(Cuantos lados tiene el poligono? (Cudl es el nombre de dicho
poligono?

3) Calcula el area del triangulo ALO. Describe los pasos para encontrar dicha area

4) ;Como se calculara el area de todo el poligono?
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5) Basandote en los vértices del poligono (telarafia) construye:
e Dos tridngulos equilateros de distinto tamafio.
e Dos triangulos isésceles de distinto tamafio.
e Dos tridngulos escalenos de distinto tamafio.

Nombre de cada triangulo:

Equilateros: Isosceles: Escalenos:

Observacion: Para aplicar esta hoja de trabajo se les proporcionan los archivos
spiderman_1.fig y spiderman 4.fig, el primero para desactivar la herramienta
ocultar-mostrar y la segunda corresponde a la construccion siguiente:

H
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HOJA 1II TESELACIONES

Teselaciones regulares
Un poligono regular que tiene 3 o mas lados y dangulos iguales se denomina una tesela
regular o mosaico.

1. ;{Recuerdas qué es un poligono regular? ;Cuales poligonos regulares conoces?
Mencidnalos:

Diremos que podemos teselar o recubrir el plano por medio de una tesela regular si por
medio de rotaciones, traslaciones y reflexiones de podemos llenar el plano sin que haya
traslapes y sin que queden huecos.

(Conoces la siguiente figura?

Se us6 “Cabri “ para construir una figura “parecida” al escudo de Superman, la cual se
muestra enseguida:

2. Observa el fondo del escudo. ;(Con qué figuras se recubrio el
plano?

Abre el archivo “superman_1.fig”. Después, abre el archivo: “superman_2.fig”

Usa las herramientas necesarias para completar la figura. Al reverso de la hoja describe
paso a paso como realizaste la construccion.
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Para esta actividad se les proporcionan los archivos superman_1.fig y superman_2.fig, al
igual que en las actividades anteriores el primero para desactivar la herramienta ocultar-
mostrar y el segundo con la construccion siguiente:
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Cabri-géometre en Precalculo

Andrés Rivera Diaz
Justificacion

Una mejor comprension de cémo los alumnos aprenden matematicas esta
llevando a los educadores matematicos a proponer nuevos enfoques
metodoldgicos para la ensefianza de esta materia. Enunciada brevemente,
aunque de manera incompleta, la actual reforma en Matematicas propone que
los alumnos adquieran una participacion activa en la construccién de sus
conocimientos, que el maestro sea un promotor del conocimiento y no solo la
unica fuente de éste, y que el contenido curricular tenga un renovado espiritu
matematico.

También hay consenso en la necesidad de nuevos objetivos sociales
(aprendizaje continuo, oportunidad para todo el mundo y ciudadanos bien
informados), asi como nuevos objetivos para los estudiantes (aprender a
valorar las matematicas, adquirir seguridad en la propia capacidad, ser capaz
de resolver problemas matematicos, aprender a comunicarse matematicamente
y aprender a razonar matematicamente). En particular, con una tendencia a
futuro préximo, el facil acceso a la tecnologia (calculadoras, computadoras,
etc.) y su consecuente impacto en la sociedad, la reforma propone el uso de la
tecnologia en todos los niveles escolares. (Rivera Diaz, A. 1996)

La reforma educativa que el pais esta viviendo lleva a la necesidad de
considerar el uso de metodologias e instrumentos innovadores en el salon de
clase. La calidad de la educacion matematica puede mejorarse de manera
importante gracias a la utilizacion de herramientas didacticas como programas
de computacién y al hecho de que para muchas personas e instituciones, el
computador personal es una herramienta mas o menos comun. Para enfrentar
este nuevo reto los profesores tienen que avanzaren su formacion sobre el
tema. Trabajar con la tecnologia para efectos de disefiar y desarrollar
actividades didacticas puede ayudar mucho en esta capacitacion.

Actualmente en la Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo (UAEH),
contamos con una Maestria en Ciencias con Orientacion a la Ensefianza de las
Matematicas y en el primer modulo partimos que la geometria es parte
fundamental de la formacion matematica y asi lo reconocen y recalcan, los
profesores-alumnos, la importancia de esta disciplina al establecer indicadores
expresamente relacionados con la geometria, en los distintos niveles de la
educacion formal.

Con el interés de contribuir al conocimiento sobre el uso de la tecnologia y para
validar o refutar las recomendaciones en la reforma educativa estamos
implementando una metodologia para la ensefianza de las matematicas en una
clase de matematicas para los alumnos de Bachillerato (precalculo), que consta
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del uso de CABRI GEOMETRE Il en dicho reporte para promover una imagen
global del concepto de funcién.

Pertinencia de Cabri-géométre en Precalculo

En el area de las matematicas, en particular, las investigaciones muestran que
los nuevos programas de computador como Cabri-géométre, son agentes
didacticos que pueden generar nuevas actividades que no son posibles de
lograr con los medios tradicionales como el lapiz y el papel. En particular,
programas como Cabri-géométre le permiten al estudiante trabajar, de manera
interactiva, en varios sistemas de representacion interconectados. Esta
posibilidad de ver y trabajar con los objetos matematicos en varias
representaciones y observar de manera dinamica los cambios que aparecen (y
las invariantes que permanecen) cuando se manipulan los objetos en la
pantalla es un aspecto esencial del proceso de comprension de las
matematicas. La interactividad y el aspecto dinamico del manejo de los objetos
matematicos en diversos sistemas de representacién, junto con el disefio
fundamentalmente didactico de un programa como Cabri-géomeétre (que
permite trabajar con base en las invariantes geométricas) le permite vivir al
estudiante una experiencia matematica completamente innovadora que no es
posible tener de otra forma. Los objetos matematicos dejan de ser una
sucesion de simbolos para los cuales hay que conocer un conjunto de
algoritmos con los que se pueden resolver problemas estandar y se convierten
en objetos "vivos" para los que el estudiante puede explorar, formular
conjeturas, verificar hipétesis. En otras palabras, gracias a programas como
Cabri-géometre, el estudiante puede "hacer matematicas" en el mismo sentido
que hace matematicas el matematico puro. Y al hacerlas, el estudiante tiene la
oportunidad de construir un verdadero conocimiento matematico que aporte a
su "potencia matematica": su capacidad para resolver problemas complejos y
para avanzar en su formacién matematica.
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Fig. 1 Construccion de un Pentagono Regular
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Las matematicas del bachillerato son mas formales que lo que parecen ser, es
decir, en el bachillerato desde el primer afio se comienzan a usar casi todas las
herramientas tipicas que usa un matematico haciendo matematicas avanzadas,
como son las definiciones, los teoremas, las demostraciones y las conexiones
entre todos ellos. La ensefianza de la geometria difiere mucho de la ensenanza
de la aritmética, puesto que en la primera se usan herramientas
complementarias, como son el transportador, las escuadras, la regla y el
compas. Sin embargo ambas deben desarrollar en el estudiante la misma
capacidad de abstraccion y rigurosidad de las matematicas.

#% Cabii-géométre Il - [medianas.fig =]
&) &rchive Edicion Opciones  ¥entana  Session  Apuda =& =]

EECIEREEE
2l
MWedianas
Mediatrices
Alturas
| |
Mueve los
vertices del
triangulo
i | o ;ILI

|Puntero

Hiicio| | & 3 & || Wvicroson word | B activdes y Creencias d. | [ Cabri-geomatre 11 - | |3 Q. GAETE 1201 pm

Fig.2 Recta de Euler

Nuestro reporte inicia con la aclaracion de dos términos técnicos usados en
este trabajo (precalculo e imagen de un concepto). Existen dos concepciones
de lo que es el precalculo. Una de ellas se basa en el desarrollo histérico del
calculo mientras que la otra se fundamenta en el curriculo. La primera corriente
percibe al precalculo como el calculo que los matematicos realizaban antes de
establecer los fundamentos y herramientas de éste. La corriente curricular, en
cambio, percibe uno de los objetivos del precalculo como una preparaciéon del
estudiante para iniciar sus estudios formales de calculo. En esta perspectiva,
dotar al alumno de una idea intuitiva de algunos conceptos centrales de calculo
(funciones y limites) es fundamental.
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Fig. 3 Problema de optimizacion 1

La imagen de un concepto matematico se refiere a las ideas que se asocian
con ese concepto. Esas ideas estan determinadas por el tipo y la cantidad de
experiencias que los alumnos tienen con el concepto en cuestion. La imagen
de un concepto se desarrolla con los estimulos, la experiencia y la maduracion.
Tall y Vinner (1981) dicen que la imagen de un concepto se escribe “la
estructura cognitiva total que se asocia con un concepto, la cual incluye todos
los tipos de representaciones [pictorica, simbdlica, tabular, grafica, etc.] y las
propiedades y procesos asociados” (p. 152). Varios autores han reportado las
imagenes asociadas con funciones en distintas poblaciones de alumnos (p.ej.
Ferrini-Mundy y Graham, 1991).

3.- Encuentre el érea del rectingulo que se puede inscribir en un semicirculo
de radio A de manera que dos de sus vérlices estén sobre el diametro.

perimetro del cuadrilatero = 14,67 cm
area del cuadrilatero = 12,81 cm?
long altura = 2,87 cm
long base = 4,46 cm en angulo = 52,2 °

distancia de ro = 2,23 cm

Fig. 4 Problema de Optimizacion 2

En otras palabras para poder asegurar que algo es cierto en matematicas,
teniendo en cuenta los supuestos originales (axiomas o postulados) se debe
establecer una secuencia logica de demostraciones, las cuales en ningun
momento pueden basarse en un argumento de construccién sino de analisis.
Por ejemplo, un profesor "armado" con regla y compas dirige a sus estudiantes
para construir un hexagono regular en una hoja de papel. Después de
finalizado el proceso el profesor dice, que quien en el ultimo corte no llego a la
primera marca hecha sobre la circunferencia, fue porque se le corrié la punta
del compas en uno de sus cortes o el estudiante involuntariamente modificé la
abertura del compas. La mayoria de los estudiantes no creen que fue asi, mas
aun cuando, de pronto, el mismo profesor con su gran compas de madera
tampoco lo logré. Obviamente, en algun curso, que puede ser en el mismo o en
otro superior, se tendra que demostrar analiticamente que el hexagono regular
inscrito en una circunferencia tiene como medida de su lado la medida del radio
de la circunferencia. Entre mas fina (precisa) sea la construccion geométrica,
mayor es el reto que el estudiante siente de poder demostrarlo analiticamente.
Como el ejemplo anterior existen muchos ejemplos, los cuales muestran que
aunque las construcciones geomeétricas no demuestran matematicamente una
aseveracion, si pueden estimular a que el estudiante se interese por
demostrarla analiticamente.
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La tecnologia en la Ensefianza de la Matematica: El caso de las funciones.

Las recomendaciones para usar tecnologia en la clase de matematicas son
abundantes, pues se considera que su uso puede impactar positivamente en la
ensefanza y el aprendizaje de las matematicas (p.ej., Imaz, 1989). Es cierto
que algunos resultados de la investigacion sobre el uso de la tecnologia en la
clase de matematicas estan creando grandes y prometedoras expectativas de
la tecnologia, pero todavia su uso en la Matematica Educativa sigue siendo
“nuevo, inesperado, sin estudio e impredecible” (Sowder, 1989, p. 29).

Esta falta de conocimiento sobre el impacto de la tecnologia en la Ensefanza
de la Matematica esta generando la produccion de una red creciente de
conocimientos respecto a su uso en la clase de matematicas. Los topicos de
investigacion con tecnologia estan relacionados con las representaciones
multiples, la redefinicion de lo que es fundamental en matematicas, la
posibilidad para los estudiantes de participar en discusiones del mundo real, la
manera en que se ensenan las ideas matematicas y las formas en que los
alumnos aprenden estas ideas (Sowder, 1989). Con el surgimiento de la
tecnologia que grafica conocida como graficadores, muchos educadores
matematicos conjeturan que la ensefanza y el aprendizaje de graficas y
funciones puede impactarse positivamente. Concretamente, se cree que los
alumnos que utilizan graficadores pueden adquirir una imagen global del
concepto de funcion (visualizar el dominio, la imagen, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, los puntos extremos, las asintotas y las raices).
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Fig. 5 Analisis de una funcion racional
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Construyendo una imagen global de funciones matematicas con CABRI
GEOMETRE II.

Como vimos anteriormente, la imagen del concepto de funcién que los alumnos
construyen se debe al tipo de experiencias con este concepto. Por ejemplo, los
alumnos pueden creer que las funciones son ecuaciones, ignorando el dominio
de la variable y limitdndose a la regla algebraica. Aunque concepciones como
ésta son naturales en el aprendizaje del concepto de funcién, pueden ser un
obstaculo en el aprendizaje de una teoria mas formal.
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Fig. 6 Analisis de los parametros de una funcion

Uno de los propdsitos del estudio del cual emana este reporte es proveer al
alumno de experiencias que conlleven a una construccién global de las
funciones. Durante el reporte ilustramos el uso de CABRI GEOMETRE Il con
esta finalidad. El reporte se apoyara en CABRI GEOMETRE |l para enfatizar la
representacion geométrica de las afirmaciones algebraicas cuando sea posible
y en la resolucion de problemas.
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LA OBRA DE GAUDI NEXO DE UNION ENTRE GEOMETRIA,
NATURALEZA Y ARTE
Marta Branada de la Barra. Profesora de Fisica
m.branada@eudoramail.com
D.Carmen Pizarro Aguilera. Profesora de Matematica.
Cpizarro@educarchile.cl

Introduccion

La Reforma Educacional iniciada por el gobierno busca la actualizacién y una

renovacion en las metas, los contenidos y en las metodologias de ensefnanzas.
La Teoria de inteligencia Multiples es reconocida por el aporte que hace el Dr.Howard
Gardner, profesor de Psicologia y Ciencias de la educacion de la prestigiada
Universidad de Harvard. Plantea que la Inteligencia no es Unica y unidimensional tal
como se creia hasta hace muy poco, sino por el contrario existen diferentes clases de
inteligencias.Las teorias de la inteligencias que enfatizan la existencia de una variedad
de talento y capacidades humanas se apartan de la vision popular que ve a la
intaligencia o habilidad como una capacidad singular y dada. Gardner sostiene que
mientras la escuela tradicional ha enfatizado s6lo dos habilidades, la verbal-lingiiistica y
la l6gica-matematica, muchas otras importantes "inteligencias" existen, incluyendo la
espacial-visual, la del movimiento, la musical, la interpersonal e intrapersonal. Gardner
sostiene que todos los individuos tienen fortaleza en dos o tres de estds areas. Mdas aun,
existe una variedad tremenda en las maneras y velocidades en que las personas
adquieren el conocimiento, en la atencion y capacidad de memoria que puedan aplicar a
esta adquisicion de conocimiento y al desempefio, y en las maneras que puedan
demostrar el significado personal que han creado. Para tener éxito con todos los
estudiantes, la ensefianza y la evaluacion necesitan basarse en mas que la inteligencia
linguistica o de matematica logica y suscribirse al presupuesto que todos los estudiantes
pueden aprender, incluyendo cognicion, metacognicion y afecto.

El presente material parte definiendo el concepto de Inteligencia Multiple dado
por el Dr. Gardner, para luego hacer un desglose de cada una de las Inteligencias,
enumerando las caracteristicas de cada inteligencia.

Este  modelo de estrategia metodoldgica en el aula genera redes
conversacionales con sus pares y maestros dejando atrés sus roles Unicos y solitarios.

La educacion Matematica y Fisica especialmente en la etapa primaria y
secundaria, juega un papel decisivo en la comprencion de conceptos basicos necesarios
para desenvolverse en el mundo que nos rodea.

El sofware Cabri nos permitio un desarrollo del pensamiento racional al
utilizarlo como herramienta concreta facilitando el aprendizaje de nuestras alumnas
realizando construcciones de funciones como: parabola, elipse, hipérbola...logrando un
acercamiento intuitivo de estudio de la obra de Gaudi.

Gaudi aplica la geometria en sus contrucciones relacionandola con la naturaleza
y los teoremas matematicos.
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Presentacion del problema:

Existe baja autoestima para continuar estudios superiores; y el no poseer una
herramienta que les permita valorarse o usar una evaluacion que no ve la diversidad de
nuestras alumnas y estilos de aprendizaje esta influyendo en sus perpectivas futuras por
lo cual la investigacion se lleva a cabo con el aporte de H. Garner con las Inteligencias
Multiples, donde cada una de cada seccidn del taller va de lo general a lo particular
para internalizar el conocimiento usando guias de trabajo, video, Internet sofware Cabri
como herramienta de apoyo.

Hipotesis:

Si las alumnas son capaces de reconocer y aplicar su o las inteloigencias mas
desarrolladas entonces lograran una automotivacion en distintas areas y lograran la
construccion de su desarrollo pleno y seran capaces de disefar su proyecto de vida.

.Poblacion:
La poblacion que conforma nuestro trabajo es la institucion Liceo de Nifias de
Quillota con un total de 630 alumnas distribuidas en 20 cursos de secundaria

Muestra:

El taller se constituyo con un grupo de 31 alumna de Cuarto afno medio
(secundaria)Cientifico -Humanista con la especialidad Biologo- Matematico, cuyas
edades fluctuan entre 16 afios y 17 afios las cuales tienen 3 horas pedagogicas en
Matematica mas 2 horas de preparacion a estudios superiores y dos profesoras asesoras
con una duracion de 5 meses en un trabajo sistematico.

Método de Investigacion y/o Experimentacion:

El método de investigacion es descriptiva y experimental.

La investigacion se realizo con estrategias de trabajo en equipo segun su inteligencia
predominante logrando creaciones en base a objetivos planificados en cada taller. Se
utililizo investigaciones previas en diferentes tematicas y desarrollo de guias,exposicion
de temas, comentario y analisis de video, utilizacion de sofware cabri, uso de internet y
correo electronico, etc

Las evaluaciones fueron de proceso y producto, de autoevaluacion y coevaluacion.

Esquema grafico del Taller
Como una secuencia para implementarla en la sala de clases.

"La Obra de Gaudi nexo de union entre Geometria, Naturaleza y Arte"

Objetivo: Preparar a las alumnas para que puedan aplicar con efectividad las
inteligencia multiples en diferentes areas del saber como elemento dinamizador de su
proceso de aprendizaje, mediante el uso y aplicacion del sofware Cabri reconociendo las
propiedades geometricas y relacionando la geometria con las maravillosas
construcciones creadas por Antonio Gaudi.
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Taller 1:
Clase Motivacional.
a) La memorizacion:
Motivacion.
Comprension.
Asociacion.
Repeticion.
b) Entrenamiento Continuo:
¢) El poder de los ojos.
Taller 2:
Fundamentacion teorica de las IM.
> Aplicacion, evaluacion del Test de inteligencias Multiples.
> Conciencia IM
» Autoconciencia IM
> Enfoque de una I. Especifica
<> Aplicacion en el aula
<> Aplicacion a Proyectos.
Taller 3:
Objetivo: Conocer la obra de Gaudi mediante multimedia.
Actividades:
Investigaciones previas.
Taller 4:
Objetivo: Desarrollar el tema La Obra de Gaudi enfocada con profundidad en
la parte geométrica.
Actividades:
. Bosquejar isometrias, mosaicos utilizadas por Gaudi.
. Obtener truncamientos de un cubo de papel, cartulina, plasticina, micas, etc.
. Formar figuras con los cubos trucados llamados sélidos.

. Dibujar y elaborar poliedros.

1

2

3

4

5. Elabore un modelo helicoidal utilizado por Gaudi.

6. Enumere las obras de Gaudi donde uso las conicas: parabola, elipse y otros.
7. Indicar , desarrollar y aplicar en ejemplos cada ecuacion de las conicas.

7

. Elaborar un plano de movimientos lineales con figuras de repeticiones que se
identifican en ventanas, torres, copulas y adornos, disefia un tesselado

8. En la finca Welk la puerta tiene simbologias como el dragén, las conchas, etc.
Describalos geometricamente.
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10. elabora una muestra Geométricamente segin ti inteligencia: los tipos de disefios
utilizados en la finca de modernismo Catalan

11.Analiza geométricamente ¢ indica si hay semejanzas con la naturaleza en la
construccion de la casa Milla

Taller 5:

Objetivo: Usar, aplicar y descubrir las propiedades y construcciones geometricas
experimentando con la herramienta del Cabri.

Actividades.

1. Transformaciones isométricas

2. Tesselaciones

3. Poliedros

4. Funciones lineales
5. Conicas

Taller 6:

Objetivo: Aplica segun tu Inteligencia.

INTELIGENCIA Actividades

Lingiiistica - Crean un cuento y/o historia desde el punto de vista juvenil ;
el recorrido en Barcelona por algunas construcciones
describiendo en lenguaje Historico, Geométrico,
Naturalista y Artistico.

- Biografia de Gaudi
- Noticia de Gaudi en Chile: En la ciudad de Rancagua.

Légica/ Matematica | 1. Cronologia de sus trabajos mas importantes.

2. Reporte acerca de las formas geométricas que utilizo Gaudi en
sus construcciones: -
circunferencia, elipse, hipérbola, parabola.

3. Truncamiento de cubos,

4. Poliedros

5. Isometrias:
simetrias, rotaciones, traslaciones.
6. Representaciones con Cabri.

Espacial - Representar el material usado por Gaudi en:
- Maquetas
- Disefios

- Pintura en 6leo de sus obras.

Corporal o Fisica - Acto sin palabras describiendo su arquitectura

Reporte de Investigacion: La obra de Gaudi ... 172 IberoCabri 2004
M. Barra, C. Pizarro




modernista que utilizo en sus construcciones como:
1. mimos o figuras en movimiento
2. figuras geométricas
3. cuerpos geométricos

4. conicas

Musical - Hacer una cancion dedicada a Gaudi donde se destaca
sentimientos, creaciones, legado.

- La musica unida a la arquitectura.

Interpersonal - (Qué le impacto mas?
- (Qué se ha dicho de Gaudi?
- (Cuales son las mejores construcciones que se nombran?

- Representacion de las formas Conicas en un tesselado con
imagen y fondo.

Intrapersonal - Reflexionar en cada una de las fotos de sus construcciones:

- Construyen en mural, foto - lenguaje elaborando en cada
una de ellas una pregunta que lleve a la reflexion.

Taller 7
Objetivo: Creacion de un CD.
Actividad:

Crean una presentaciéon en Power point con teoria de cada inteligencia Multiple y
aplicacion de la obra de Gaudi nexo de unién entre Geometria, naturaleza y arte.

Recopilacion de las presentaciones dando origen a un CD.

Taller 8

Objetivo:

Objetivo: Muestra itinerante.

Actividades exposicion realizada por las alumnas

Explora: Colegio Sagrado Corazones Viia del Mar Quinta region Chile.
Pasantia Nacional: Colegio Adventista de Concepcion Octava region Chile.
Exposicion interna: Liceo de Nifas de Quillota Quinta region Chile.
Taller 9

Objetivo: Evaluacion Final.

Autoevaluacion de las alumnas:

*

<> El taller realizado fue motivador, activo participativo donde logramos aprender
los objetivos propuestos.
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<> Vivenciamos la transversalidad a través de actitudes valoricas y humanizantes,
reconocemos que somos seres integros, que sentimos con nuestro cuerpo, que nos
comunicamos de diferentes maneras, es decir, somos multiples y diversos logramos
vibrar,vivenciar y transmitir la geometria asociada a la arquitectura, arte,naturaleza y
tegnologia .

Profesoras Guias:

Se logro el objetivo por el estudio de la geometria en forma descriptiva y experimental

mediante la utilixzacion de la Matematica de hoy y de ayer vista con la geometria

dinémica.

<> Demostrar que la Matematica es mucho mas que una coleccion de definiciones,
teoremas, demostraciones, etc.

<> Hemos querido ofrecer un puente hacia una Matematica que no esta separada de
lo cotidiano, de lo que nos rodea y poder explorar con sus propios medios y estilos
de aprendizaje.

<> Descubrir como muchas cosas que no parecen terner coneccion entre si, estan en
realidad intimamente relacionadas y que vivimos rodeados de aplicaciones en
nuestro mundo y como podemos servirnos de ellos.

Impacto en la Comunidad : ~ £ g 3 Sin mes
(tictatre t*ux.. y» Lt e
- Explora 2003 "Ciencia por la Paz": focte Lo ge Ph  Lecdo ok
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ys ot S et Prualk . o

-

Programa Explora - Conicyt:
16 de abril de 2004 N° 000441/04

Comentario este proyecto corresponde a una Innovacion Pedagogica.

CONCLUSIONES
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Considerando que la reforma educativa se encuentra en plena fase de
implementacion, la educacion tiene un gran desafio, el logro de obtener estudiantes
capaces de independizarce en su propio aprendizaje motivados por la investigacion; esta
propuesta plantea formas de trabajo que permiten el logro del desafio planteado.

La propuesta metodologica implementada en esta investigacion deja de lado el
modelo tradicional en donde favorece los procesos de conceptualizacion logrando que el
alumnos relacione los conceptos previos con los nuevos conceptos, ademas es una porte
importante para todos los que busquen una ayuda en lo que se refiere a las innovaciones
metodologicas.

Un problema que se visualiza en la aplicacion de esta prupuesta tiene relacion
con la exigencia academica que exige tanto a los alumnos como al profesor por lo que
hace dificil la aplicacuién de la innovacion.

La utilizacion de sofware cabri y los computadores facilitdé enormemente la
implementacion de la propuesta metoddlogica pues en cada fase de la investigacion las
alumnas estuvieron muy motivada.

Se uso las inteligencias Multiples por que hoy en dia la informacién se encuentra
de diversas formas que requieren mayores destrezas y habilidades por lo que provee
mas oportunidad para sentirse exitoso y valoradas a medida que toma confianza
aumentan las areas mas fuerte dispuesto a tomar mas riesgos esto les permite a las
alumna mayor conocimiento Yy creatividad en la variedad de vias para representar su
aprendizaje.

La Innovacion logro en las alumnas un crecimiento personal donde las
inteligencias Multiples contribuyeron a potenciar los aprendizajes en diferentes areas,
permitiendo valorar sus talentos desde sus principios proyectandolos a sus semejantes.

Mediante la utilizacion de metodologia pudimos constatar un logro significativo
de los aprendizajes de nuestras alumnas en un 97%
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ACERCAMIENTO INTUITIVO A LA NOCION DE MEDIATRIZ EN LA
CONSTRUCCION DE TRIANGULOS ISOSCELES
Lorenza Lozano Moreno

Colegio Distrital Republica de Costa Rica

El articulo presenta una experiencia de aula con estudiantes del grado
sexto sobre un tema geométrico abordado como una propuesta de
Situacion Problema. Se plantearon importantes procedimientos de
solucion en la construccion de familias de triangulos isosceles, en el
contexto de Geometria Dindmica del programa Cabri Géométre. Este
nuevo ambiente hizo que los roles de los estudiantes y el profesor
fueran activos, que la comunicacion mejorara y que el aprendizaje en

geometria se constituyera en un proceso mas significativo.

1. INTRODUCCION

La enseflanza de la geometria en la educacion tradicional se aborda generalmente mediante
la presentacion de un compendio de definiciones y féormulas proporcionadas por el maestro,
seguidas de algunos ejemplos. El papel de los alumnos consiste en consignar lo que el
profesor explica para luego memorizar dichas definiciones y férmulas y responder las
preguntas en las evaluaciones. En este ambito, nociones como la de tridngulo escaleno,
triangulo isésceles y tridngulo equilatero, son asociadas frecuentemente con la medida de
sus lados abandonando criterios geométricos que le dan mayor significaciéon como la
congruencia o no de segmentos y el uso de la Mediatriz como herramienta para la

construccion.

Este tipo de trabajo se debe quizés, a la pobreza del tratamiento de los objetos de estudio, y
al ambiente de rigidez en la accidon que se desarrolla en el aula de clase. Es asi, que se
emplean pocas representaciones, frecuentemente dibujos, y estos son  propuestos
exclusivamente por el docente. El estudiante entonces, rutiniza su actividad y por lo tanto

la posibilidad de ampliar su conocimiento, a partir del estudio de diversas representaciones
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que lo lleven a establecer relaciones geométricas y a descubrir propiedades de manera

espontanea, producto de la exploracion del objeto de estudio en cuestion.

La experiencia de aula que se presenta, tuvo como propoésito modificar el ambiente de
aprendizaje a partir de un enfoque didéctico diferente, que parte de una situacioén
problemadtica relativa a la construccion de triangulos isosceles, en la cual, la accion del
estudiante cambia y el objeto de estudio se convierte en fuente para el establecimiento de
relaciones y la identificacion de invariantes geométricos. Este ambiente es posible gracias a
los contextos tecnoldgicos que movilizan y amplian el campo experiencial del estudiante.
El programa Cabri Géomeétre se presenta como una alternativa de exploracion dinamica y
experimentacion de una realidad virtual en la cual el estudiante exterioriza sus creencias y
elabora propuestas intuitivas de conceptos geométricos nuevos para €l, como es el caso de
lugar geométrico, enriquece sus argumentos y propone la solucion al problema mediante

la identificacion de las propiedades de los objetos geométricos y sus relaciones.

2. MARCO TEORICO

Las ideas que enmarcan la propuesta y sirven como referente para la evaluacion y el
analisis de la experiencia de aula se puede sintetizar en tres afirmaciones:
- la comprension en geometria se logra a partir de la articulacion de diversas
representaciones,
- el aprendizaje significativo se logra a través de un ambiente de situacion
problema y,
- los contextos de geometria dinamica favorecen la construccion de ambientes de
situacion problema y permiten la articulacion de diversos sistemas de

representacion, contribuyendo asi al aprendizaje de las matematicas.

La primera afirmacion es sustentada por diversos investigadores quienes manifiestan que
sin recurrir a la idea de representacion es imposible estudiar los fenomenos relativos al
aprendizaje. Una persona aprende cuando "domina los distintos sistemas de representacion

v los diferentes tipos de actividades asociadas a estos” (Rico y Romero, 1999). En
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matematicas, esta idea cobra mayor peso pues, como lo plantea Duval (1996) en el
aprendizaje de un objeto o concepto matematico las representaciones tienen un caracter
imprescindible, pues los objetos de conocimiento no son perceptibles por lo que solo
pueden estudiarse mediante sus representaciones. El aprendizaje en matematicas implica
pasar de un tipo de representacion a otra, avanzando en el nivel de formalizacion de las

representaciones que se usan (Moreno y Waldegg, 1992).

Es cuestionable pensar bajo este presupuesto, que la ensefianza de las matematicas a partir
de la presentacion formal de los conceptos, produzca buenos resultados. La pobreza
representacional, sobre todo si la tUnica version de los conceptos que se tiene es la
formulacion en un lenguaje sintictico poco significativo para los alumnos, conduce a la
dificultad de su aplicacién en la resolucion de problemas en un contexto de la realidad o de
una disciplina. Dada la naturaleza de ese aprendizaje adquirido generalmente de manera
restringida y memoristica, los alumnos no logran transferir sus conocimientos a situaciones

nucvas.

Proporcionar ambientes enriquecidos se convierte en una responsabilidad de los docentes,
en donde los estudiantes tengan la oportunidad de explorar ideas, socializar sus
indagaciones y construir conocimiento colectivamente, a partir de la utilizacion de
diversidad de representaciones. Esto se logra si se favorece un ambiente de situacion

problema como contexto dentro del cual tenga lugar el aprendizaje.

El enfoque didactico de situacion problema, segunda idea que enmarca la propuesta,
aplicado a la geometria propone entonces, privilegiar la actividad del alumno sobre la
contemplacion pasiva de figuras, simbolos y memorizacion de conceptos para desarrollar la
comprension de estos a partir de la identificacion de invarianzas bajo distintas
transformaciones. Se trata de que el aprendiz avance progresivamente en la comprension y
el conocimiento de la geometria mediante la formulacion de problemas que le brinden
multiples oportunidades de disefiar, explorar, modelar, conjeturar, definir y argumentar

para que posteriormente y cuando esté abonado el camino para ello, entienda mejor la
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necesidad de las definiciones y la rigurosidad de las demostraciones, en un contexto

puramente matematico.

Al favorecer la indagacion, el andlisis y la propuesta de alternativas de solucion, los
problemas se constituyen en un desafio de caracter atrayente, divertido, y creativo que
permiten al estudiante exteriorizar sus conocimientos previos para generar hipotesis. Al
estudiar la informacion que aparece en un problema, organizarla e identificar las
regularidades presentes en la situacion surgen aspectos matematicos relevantes y se genera

nuevo conocimiento.

Construir estos ambientes se convierte en un reto para los educadores quienes no sélo
deben formular problemas interesantes, sino que permanentemente deben orientar el trabajo
hacia la construccion conceptual, la participacion libre y espontanea, la aceptacion y
valoracion de los aportes individuales y la expresion de las ideas, en un ambiente de buena
comunicacion. Afortunadamente y en relacion con la ampliacion de la conceptualizacion
de la clasificacion de tridngulos se cuenta hoy en dia con programas de geometria dindmica
que no so6lo favorecen el trabajo con multiples variaciones del objeto en estudio, sino que,
al estar instalados en calculadoras graficadoras con dispositivos para socializar en publico

las construcciones individuales, favorecen ambientes de aprendizaje de situacion problema.

En contextos de geometria dinamica, como el programa Cabri Géomeétre, la
conceptualizacion de los objetos geométricos no se hace a partir de algunas pocas
representaciones, pues la posibilidad de transformar de manera continua las construcciones,
mediante la opcién arrastre de una figura, permite barrer un basto campo de
representaciones asociadas. Las propiedades de las figuras emergen como los invariantes de
las representaciones cuando se someten al movimiento. La posibilidad de exploracion del
comportamiento de las figuras geométricas permite una interpretacion matematica de las

mismas y favorece la conceptualizacion.

Al tener entonces un contexto dindmico de exploracion se favorece ademads en la clase, un

ambiente de construccion de conjeturas y el deseo de presentar a los compaiieros las
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producciones individuales o grupales. Las propuestas a los problemas matematicos son
validadas mediante la argumentacion, la socializacion y el intercambio colectivo de
experiencias llegando por ultimo, a la generalizacion de acuerdos conceptuales orientados

por el profesor.

3. DISENO DE LA EXPERIENCIA

La situaciéon problema: “Dado un segmento AB ubicar un punto P fuera del segmento de
tal manera que al unirlo con segmentos a los extremos de Ay B, se forme un triangulo
isosceles y continue siéndolo aun después de mover el punto o el segmento iniciales” . Esta
experiencia tuvo como proposito ampliar la conceptualizacion en la clasificacion de
triangulos y fue propuesta a los estudiantes de grado sexto de basica secundaria del
Colegio Distrital Republica de Costa Rica, los cuales trabajaron por parejas, con una
calculadora, que tiene incorporado el programa Cabri. Previamente a la aplicacion de esta
situacion didactica, los estudiantes trabajaron en la nocidn de tridngulo y en la construccion
de tridngulos escalenos. Es decir, aproximadamente se realizaron cinco sesiones previas
que permitieron que los estudiantes adquirieran cierta habilidad instrumental al usar la
calculadora y conocieran las opciones basicas de indagacion acerca de propiedades

geométricas.

La propuesta didactica abordada para el trabajo en el aula fue la de situacion problema. Los
alumnos propusieron construcciones, resultado de la exploracion libre con la calculadora,
luego, el grupo validé dichas propuestas; finalmente se socializaron y generalizaron los

acuerdos.

La aplicacion de este tratamiento permitio a los estudiantes avanzar en la construccion de
estrategias para obtener familias de tridngulos isosceles. De manera simultdnea y como
consecuencia de la necesidad de utilizar la mediatriz como herramienta conceptual en la
construccion de este tipo de tridngulos, se produjo el acercamiento intuitivo a la nocion de

mediatriz, situacion que fue favorecida por la calculadora. Se desarrollaron métodos no
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previstos pero validos, a partir de procesos exclusivamente dinamicos y experienciales. Se

emplearon dos unidades de clase de 90 minutos cada una.

4. PROCEDIMIENTOS UTILIZADOS POR LOS ESTUDIANTES

Una pareja de estudiantes logrd acercarse a la solucion del problema por un método un
tanto informal. Caracteriz6 la ubicacion del punto como aquel que debia estar “ Arriba del
segmento, y como en la mitad”, pero pensaron en un solo tridangulo y no en la posibilidad
de utilizar un punto externo moévil con ciertas restricciones para obtener una familia de
triangulos isdsceles. Estos estudiantes no plantearon la construccion del tridngulo en
términos de objeto geométrico, sino de dibujo. A pesar de la limitacion del aporte, se
constituyd en elemento importante para avanzar en la solucion del problema, en el
momento de la socializacion. El siguiente fragmento de la clase y la figura 1 muestra lo

acontecido.

Profesor:  ;Qué hacen?

Estudiante: Estamos dibujando un punto que no esté en el segmento

Profesor:  jDonde lo van a dibujar?

Estudiante: Arriba del segmento, y como en la mitad para que queden iguales los
otros lados

Profesor:  jEn la mitad?

Estudiante: Si, porque si lo movemos para un lado se descuadra y para el otro

también.

Figura 1

Otra pareja de estudiantes agrego a la idea planteada por la pareja anterior, que el punto P

ademas debia ser movido en una direccion determinada:
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“se mueve hacia arriba en linea recta , porque para otros lados se cambian las
medidas”.
Curiosamente en vez de utilizar la herramienta rect,a de Cabri, utilizaron una regla de
madera sobre la pantalla para ejemplificar el movimiento alineado del punto.
Combinaron dos tecnologias, mostrando que aunque se ha enfatizado en el uso del
Cabri, alin hay dependencia de los estudiantes con tecnologias no dindmicas para
ciertas situaciones geométricas. Esta segunda pareja logré avanzar mas, identifico que
el punto debia desplazarse en una direccion determinada. Idea que fue expresada asi:
“el movimiento en linea recta del punto P tiene que ser por la mitad del
segmento y seguir derechito”.
Al solicitarles que se valieran de alguna herramienta de la calculadora para representar lo
que decian, utilizaron vector. Esta caracterizacidon que los estudiantes hicieron del
movimiento del punto P, se constituy6 en un valioso acercamiento intuitivo al concepto de
Mediatriz, herramienta necesaria para construir una familia de triangulos isOsceles a partir
del segmento AB. (Ver figura 2). La calculadora y especificamente el programa Cabri, se
consolidé como un instrumento mediador importante para este descubrimiento a través de

su dinamismo.

FI
280 cm 2,80 cm
C 296 cm D
figura 2

Al final de la socializacion, Alejandro un estudiante, a su manera y empleando un
lenguaje informal, sintetiz6 las condiciones que el punto externo P movil debia reunir:
este punto al moverlo hacia arriba y utilizando la huella de Cabri, dejaba un camino
recto que para mantenerse equidistante de A y B debia partir del punto medio del
segmento. De esta manera el tridngulo isésceles construido cumpliria la condicion dada.

Para dar una explicacion utilizo6 la herramienta punto medio y la aplico al segmento AB
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construido por ¢l y posteriormente activo la traza del punto P y lo movio de forma

perpendicular al segmento .

El siguiente fragmento y la figura 3 describe el andlisis hecho por el estudiante

Alejandro:
3.20 cm
3.20 cm
B
A
1.54 cm
1,54 cm

figura 3

E: Muevo el punto hacia arriba y hacia abajo porque si se va a los lados
se daria. (Refiriéndose al punto externo)
P: La calculadora tiene una herramienta que nos puede ayudar, la
huella o traza. Usémosla. (Sugirio la docente al estudiante).

. La huella que deja es una linea. Una linea recta.

. (Al mover ese punto externo se afectan los lados del triangulo?

: No, siguen iguales

: ¢ Qué huella dejo el punto externo?

E
P
E
P
E: Sigue un camino recto. Si lo muevo a los lados se descuadra
P: ;Recto con respecto a quién?

E: En la mitad del triangulo. Donde inicio el recorrido.

P: ;Donde lo inicio?

E

: En el punto medio del segmento

Estos acuerdos permitieron a la docente sugerir que utilizaran la herramienta recta
perpendicular y punto medio de Cabri para trazar el camino caracterizado por ellos. Tiempo
después y después de haber formalizado con los estudiantes la definicion de mediatriz se

utilizo la herramienta mediatriz de la calculadora para construir tridngulos isésceles.
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5. CONCLUSIONES

Los conceptos de perpendicular, punto medio y mediatriz no fueron abordados por los
estudiantes de manera directa para solucionar el problema debido a que no se habian
trabajado en clase, ni en este curso ni en anteriores. Sin embargo, el planteamiento
informal que hicieron, permitié obtener una idea intuitiva de éstos a partir de la

experimentacion realizada en la calculadora.

Las experiencias realizadas en el programa Cabri, movilizaron de una manera muy
particular la conceptualizacién de tridngulos isosceles. Los estudiantes hallaron puntos
externos, que equidistaban de los extremos de un segmento dado para formar lados

congruentes y obtener asi tridngulos isosceles.

A pesar de haber definido previamente los triangulos isosceles, el dinamismo del programa
Cabri permitié a los estudiantes descubrir propiedades que ampliaron su conceptualizacion.
Fue posible para ellos, a partir de la traza activada y la caracterizacion que hicieron del

punto externo P no solo construir un triangulo, sino una familia de triangulos isdsceles.

Los nuevos roles asumidos por estudiantes y docentes en un ambiente de situacion
problema, desarrollan y mejoran la comunicacion hablada y escrita. El clima de confianza,
respeto y tolerancia que se crea, permite a los estudiantes aprender matematicas
socialmente. Es decir, a través de didlogos inicialmente espontaneos, fruto de sus vivencias
y conocimientos previos, empleando un lenguaje cotidiano. Y posteriormente, poco a
poco y con la orientacion del docente, construyeron un lenguaje mas elaborado, el cual

incluia vocabulario matematico.
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ESTRATEGIAS ARGUMENTATIVAS EN LA SOLUCION DE PROBLEMAS
GEOMETRICOS USANDO CABRI GEOMETRE

Ivonne Twiggy Sandoval Caceres
Universidad Auténoma de Coahuila, México
isandoval(@mate.uadec.mx

Un problema que siempre ha sido central para la enserianza de la geometria es la confusion entre
los dibujos y los objetos geométricos. Esta problematica estd vinculada con la interaccion entre las
ideas de dibujar y construir y las diversas maneras de interpretar una representacion geométrica.
Dicha interpretacion incide en el paso del dibujo al objeto geométrico y depende, en cada individuo,
de sus conocimientos y del contexto. El objetivo de este articulo es mostrar algunas de las
estrategias argumentativas que utilizan los estudiantes cuando resuelven problemas geométricos
usando Cabri Géometre. La fase de experimentacion se realizo con estudiantes de preparatoria que
no tenian experiencia previa en el manejo de este programa. Esta fase se desarrollo en dos etapas:
familiarizacion con Cabri y la experimentacion propiamente dicha. En cada sesion de trabajo los
estudiantes trabajaban primero en equipos y luego, se realizaba la plenaria. En cada sesion, un
equipo diferente es video-grabado y otro es audio-grabado.

1. INTRODUCCION

Uno de los temas de interés entre Educadores Matematicos, en los ultimos afios, se
relaciona con la demostracion y las matemadticas escolares (por ejemplo, Mariotti et al.,
1997; Arzarello et al., 1998; De Villiers, 1999; Balacheff, 1999; Hanna, 2001; Furinghethi
et al., 2001, 2002; Olivero & Robutti, 2001, 2002; Heinze & Ossietzky, 2002; Kiichemann
& Hoyles, 2002). Y mas aun, con el desarrollo e introduccion de programas de Geometria
Dinamica, en diferentes sistemas educativos.

Hoy en dia, se vuelve a plantear problemas que siempre han sido centrales para la
ensefianza de la geometria, por ejemplo, la confusion entre los dibujos y los objetos
geométricos. Esta problematica esta vinculada con los procesos de visualizacion',
construccion y su relacion con el razonamiento. Las dificultades propias del problema, en
este estudio, se consideran relacionadas con la interaccion entre las ideas de dibujar y
construir y las diversas maneras de interpretar una representacion geométrica. Dicha
interpretacion incide en el paso del dibujo al objeto geométrico y depende, en cada
individuo, de sus conocimientos y del contexto.

Una posible causa, de la confusion entre dibujo y objeto geométrico, puede ser las formas
de representacion utilizadas para esas ideas geométricas. Por lo tanto, seria necesario
describir y analizar lo que sucede cuando se utilizan nuevas tecnologias de representacion,
como la Cabri Géometre (Cabri), para ilustrar dichas ideas.

Por otro lado, la argumentacion y la demostracion movilizan ideas matematicas al
estudiante. Esta movilizacion permite al profesor ver y apreciar cudl es la comprension
matematica que tiene el estudiante. Por ello, el trabajo que estamos reportando apunta a
investigar ; Como modifica Cabri las estrategias argumentativas de los estudiantes?

' Los procesos de visualizacién permiten vincular un acto perceptivo (dibujo) con la
teoria. Es decir, “ver” a través de la representacion.
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2. ORIENTACIONES TEORICAS

Las nuevas tecnologias suministran un amplio abanico de representaciones de un objeto
matematico y de relaciones. Las tradicionales representaciones analiticas y de caracter
estatico, se han visto ampliamente enriquecidas con estas nuevas tecnologias. En particular,
la Geometria Dindmica proporciona un campo de exploracion que no es factible con las
representaciones con lapiz y papel. La representacion que genera es dinamica, en la cual las
propiedades geométricas permanecen inalterables cuando los objetos de deforman segun el
arrastre (dragging).

Existe diferencia entre dibujar y construir. Consideramos que dibujar equivale a reproducir
la imagen mental que se tiene de una figura, mientras que construir equivale a utilizar las
propiedades de la figura para obtener una representacion de ella. Por lo tanto, la
reproducciéon de una imagen mental no captura propiedades intrinsecas del objeto
reproducido (mediante un dibujo) mientras que la utilizacion de las propiedades
estructurales para representar (lo que hace Cabri) es otra historia: es la puesta sobre la
pantalla de los objetos ideales traidos mediante un instrumento que reconoce la estructura.
Eso es lo que hace el dragging.

Para analizar las estrategias argumentativas utilizadas por los estudiantes como resultado de
la interaccion con Cabri, es necesario entender la clase de manipulacién que los estudiantes
han efectuado sobre los objetos informaticos, asi como las herramientas utilizadas durante
cada sesion de trabajo, para resolver las actividades propuestas.

2.1. Modalidades de arrastre y de medicion.

De acuerdo al proposito implicito en los estudiantes, Arzarello, et al. (1998), proponen la
siguiente clasificacion del arrastre:

a. Arrastre sin ruta, aleatorio. El arrastre no lleva ninguna direccion ni objetivo y busca
descubrir alguna propiedad o configuracion interesante.

b. Prueba del arrastre. El arrastre tiene como proposito poner a prueba la construccion,
sus limites de validez, las interdependencias de los elementos de la construccion.

c. Arrastre dirigido. El arrastre busca encontrar una posicion especifica de un cierto lugar
geométrico que conserve una cierta regularidad.

Otra de las herramientas potenciales de Cabri son las medidas. Su uso sistematico, aunque
fomenta la percepcion, posibilita la transicion hacia la teoria (Olivero & Robutti, 2001). El
anclaje en lo perceptivo puede darse, por ejemplo, cuando los estudiantes confian
acriticamente en las medidas y las consideran como absolutamente exactas. Las
modalidades usadas en esta transicion son:

a. Medidas como exploracion aleatoria. Cuando los estudiantes no tienen ninguna
idea exacta sobre la configuracion, toman medidas de algunos elementos de la
configuracion y exploran.

b. Medidas como exploracion dirigida. Las medidas son utilizadas para poner en
orden diversos casos y explorarlos.

c. Medidas probatorias. Son utilizadas como un medio para revisar la validez de una
percepcion.
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El paso de un nivel perceptivo a un nivel tedrico significa alejarse de un empirismo
ingenuo. Ahora bien, cuando los estudiantes usan las medidas como herramienta de control
bien sea para verificar una prediccion, validar conjeturas o encontrar relaciones logicas que
pueden contribuir a la construccion de una argumentacion valida, se puede decir, que las
medidas se estan usando en otro nivel, transicion de lo teodrico a lo perceptivo.

3. METODOLOGIA

En la fase experimental participaron catorce alumnos con conocimientos elementales de
Geometria y sin experiencia previa en el manejo de Cabri. Estos conocimientos fueron
detectados mediante un cuestionario. La seleccion de los participantes se bas6 en dichas
respuestas. La experimentacion se realizd en una preparatoria de la Ciudad de México
durante tres meses, en horas fuera de clase. La participacion fue voluntaria y no estuvo
sujeta a calificacion alguna.

Esta fase se desarrollo en dos etapas. La primera de familiarizacion con Cabri y la
experimentacion propiamente dicha. Cada sesion de trabajo se dividido en dos partes: 1)
Desarrollo de la actividad en equipos de maximo tres estudiantes y 2) una discusion
plenaria. En cada sesion, un equipo diferente es video-grabado y otro es audio-grabado. La
plenaria fue desarrollada en la misma sesion o en la siguiente (dependiendo del tiempo de
los estudiantes).

4. DESCRIPCION DE RESULTADOS: EJEMPLO DE UN PROBLEMA
ABIERTO

Enunciado del problema:

A es el centro de un circulo y AB es un radio. Construye la mediatriz del radio AB. (La mediatriz de un
segmento es la recta perpendicular que lo divide en dos partes iguales.). En uno de los puntos donde la
mediatriz corta al circulo coloca un punto C. Une los puntos 4, By C.

(Qué figura se obtiene al unir los puntos A, B y C? Caracteristicas

(Es siempre la misma figura? Si No Justifica tu respuesta
Escriban un enunciado para la propiedad descubierta anteriormente.
Elaboren una explicacion que apoye su observacion.

Este problema se puede resolver de diferentes formas, las cuales se evidencian en el trabajo
de los alumnos. De las cuatro maneras que se encontraron, solo reportaremos dos.

4.1. Antecedentes del problema

Este problema fue planteado en el cuestionario de manera que pudiera resolverse con lapiz
y papel. La mayor dificultad a la que se enfrentaron los estudiantes fue comprender el
enunciado del problema, esto se evidencid en sus argumentos y en sus representaciones
figurales. Ademas, el dibujo se convirtié6 en un obstaculo para la mayoria. Esto ratifica lo
encontrado por Pluvinage (1998) y Sandoval (2001).

4.2. Estrategias argumentativas usadas con Cabri

En la primera parte de esta actividad, los alumnos se organizaron en siete equipos. Una vez
hecha la construccion, la primera estrategia para establecer el tipo de figura formada fue
utilizar la medicion. La conclusion a la que llegaron seis equipos fue que el tridngulo era
equilatero porque sus lados eran iguales y cada uno de los dngulos internos media 60°.
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Ademas, cinco equipos, establecieron la primera relacion geométrica: los segmentos AC y
AB son radios de la misma circunferencia y por tanto, son iguales.

Ejemplos de la Plenaria. Estrategia 1. La estrategia dada por Nancy y Enrique muestra
que lograron “ver” la sub-configuracion formada por la mediatriz y el radio AB, dos
triangulos rectangulos. La explicacion dada se apoya en la definicion de mediatriz. Enrique,
oralmente, explicita que la mediatriz divide al radio AB en dos partes iguales y forma
triangulos rectangulos. Ademas, que los segmentos AB y AC son radios de la misma
circunferencia.

Este equipo ilustra sus afirmaciones en la construccion hecha en Cabri por otro estudiante.
En su intervencion, Enrique muestra un control conceptual parcial, esto es, la relacion entre
los radios de la circunferencia. Cabe destacar que en esta representacion no se utilizo el
comando de la medicién y su razonamiento fue sobre la figura estatica.

'_'_‘—‘—-—___._H e = —

Figura 1. Explicacion dada por este equipo para explicitar los dos triangulos rectangulos
generados por la mediatriz.
Nancy: “Yo pensé que era porque la misma medida que habia en este lado [sefiala el segmento AO?],

habia en este otro [seiala el OB]. Y entonces tambien aqui la altura [la sefala y se refiere a OC] donde
se intersectaban era la misma. Y al unirlos pus la medida iba a ser igual de los dos lados.”

Investigadora: “;Cual medida?”

Nancy: “La de este lado [senala el segmento AC] y la de este [senala el segmento BC].”

En la descripcion de Nancy se evidencia la percepcion de una sub-configuracion: La
mediatriz divide al tridngulo ABC, en dos tridangulos rectangulos AOC y BOC.

Los estudiantes en estos momentos no conocen criterios de congruencia de triangulos, o por
lo menos no lo recuerdan, pero parece que es la explicacion que quieren dar. En esta parte
de la discusion no se concluyd con una argumentacion completa del problema planteado.

Estrategia 2. Jorge es quien presenta una primera explicacion completa, a pesar de no
haber participado en la sesion de trabajo en equipos. El hace una construccion dadas las
caracteristicas del enunciado y la describe. Este procedimiento es similar al esbozado por
Enrique pero mucho maés sistematizado.

Jorge: “Ya hicimos el segmento del punto este [seiala el punto A] a la circunferencia [se refiere al radio
ABJ. Se supone que siempre el radio de la circunferencia va a ser el mismo de cualquier lado [sefiala a
diferentes puntos de la circunferencia]. Bueno, ya hicimos la mediatriz. La mediatriz pasa por el punto
medio de la recta [sefala el radio, segmento AB], lo tomamos como altura. Entonces tomamos el punto
de interseccion entre la mediatriz y la circunferencia. Entonces se supone que un radio siempre va a
tener la misma longitud del punto donde se tome. Entonces, esta longitud [sefala el segmento AB]

? Para efectos descriptivos, denotaremos a O como el punto medio del segmento AB.
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siempre va a ser la misma que esa [sefiala el segmento AC]. Entonces, esto [sefiala el segmento AC] va a
ser lo mismo que esto [sefiala el segmento BC].”

Cabe destacar que el dibujo electronico que presenta este alumno no tiene ninguna medida.
Investigadora: “;Y por qué? [Haciendo referencia a la afirmacion hecha por Jorge].”

En un principio Jorge no logra dar un argumento para apoyar su afirmacion generandose un
intercambio de ideas entre todo el grupo. Sin embargo, después de un rato, este alumno
presenta la siguiente idea, relacionada con la superposicion de segmentos (Ver Figura 2).

—
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Figura 2. Secuencia de la idea de Jorge

Jorge: “Bueno, primero, construi todo como ya lo sabemos. Luego, después de la mediatriz la oculté y
puse una recta por el punto donde se intersecta el segmento éste [sehala al segmento AC] y la
circunferencia. Entonces, ya puse una recta entonces la empecé a mover. Entonces, vi que en este punto
[se refiere al punto A] donde ésta parte el segmento [...] Bueno, es que, se supone que esta recta [se
refiere a la recta que esta superpuesta en el segmento AC] mide de aqui [indica el punto C] a acd [indica
el punto A}, lo mismo que el segmento [se refiere al segmento AC). Entonces movi esta recta [se refiere a
su recta auxiliar y la arrastra hasta el punto B] a acd, entonces me di cuenta que puede ser la longitud,
luego medi de aqui [se refiere al punto B] aca [se refiere al punto C] y me dio. Lo que no puedo crear es
el punto en la recta para que pueda explicarle bien y que sea verdadera. Que sea verdad lo que digo.”

La investigadora interviene para solucionar el problema: Uso del comando de Compas®.
Jorge retoma su explicacion.
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Figura 3. Secuencia de la estrategia argumentativa usada por Jorge

Jorge: “Ya puedo explicar. Ahora si puedo mover. Entonces este punto choca [se refiere al creado con el
compas sobre la recta, que en adelante se denotard como P] en el punto de esta circunferencia de este
segmento [se refiere al punto A] con este [se refiere al punto B]. Enfonces ahi identifique que si, que
puede medir lo mismo.”

Dicha argumentacion convence a la mayoria de los estudiantes, por lo que las

intervenciones subsiguientes son para complementar dicha explicacion.
Gladis: “Adhorita lo que hizo él es transferir la medida de un lado, ;no?, a la recta. Se supone. Bueno
segun yo si es lo correcto puesto que lo que esta del lado [se refiere a la longitud del segmento AC] que

? También se podria usar el comando Transferencia de Medidas pero una de las restricciones era no usar
mediciones.
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transfirio a la recta es el radio. Y es la misma medida que tiene abajo [se refiere al segmento AB] ya que
los dos de sus medidas son radios. Entonces la otra si corresponden]...]”

En este momento emerge la incertidumbre en Camila, ella no estd convencida del estatuto

teorico del compas. Esto se evidencia en la siguiente pregunta:
Camila: “Pero, /las rectas si estan bien?”
Enrique: “S7. Si no midela.”

En ese momento, Jorge mide los dos segmentos que son los radios y también la distancia de
C a P. En este momento la medicién se utiliza como un medio para verificar lo afirmado
tedricamente, esto es, en la transicion de lo tedrico a lo perceptivo. Con esta intervencion se
dio por terminada esta sesion. La explicacion solo quedo a nivel oral.

5. ALGUNOS COMENTARIOS

Todos los equipos conjeturaron que el triangulo formado por los puntos A, B y C era
equilatero, y lo justificaron (inicialmente) con la medicioén y el arrastre, en modalidad
probatoria. El arrastre fue utilizado en diferentes modalidades. La modalidad de arrastre
sin ruta o aleatorio fue usado, por los estudiantes, cuando no tenian explicacién a sus
conjeturas o no sabian que hacer. En algunas ocasiones el arrastre se utilizd junto con las
medidas.

La prueba del arrastre fue utilizado para validar la construccion. En un inicio fue so6lo a
nivel perceptivo, después se incluyd la medicion para validar dicha percepcion,
complementandose entonces con una verificacion numérica.

Un ejemplo de arrastre dirigido es cuando Jorge explica porqué los tres segmentos son
iguales mediante el método de superposicion. El caso de Jorge ilustra el uso del arrastre y
medicion en la transicion de lo perceptivo a lo tedrico y viceversa.

Como resultado de la interaccién con Cabri, todos los equipos establecieron parcialmente la
explicacion del porqué el tridngulo ABC era equilatero. Esta justificacion (incompleta) se
fundamenté en la relacion entre los radios de la misma circunferencia. Lo anterior
manifiesta un posible cambio del estatuto de la representacion, esto es, de una
interpretacion como dibujo hacia una mas cercana al objeto geométrico.

Por lo tanto, se puede afirmar que estas dos herramientas (arrastre y medicion) propias de
Cabri permitieron a los estudiantes confrontar su percepcion con la teoria interna de la
maquina como un mecanismo de control.

Las estrategias argumentativas fueron evolucionando de perceptivas (de un nivel empirico)
a unas mas geométricas (argumentos basados en elementos teodricos), por lo menos en la
argumentacion oral. La vinculacion entre el acto perceptivo y el tedrico, se manifestd en
que los estudiantes recurrieron a la teoria (que controla el dibujo electronico) a través de las
herramientas propias de Cabri.

La argumentacion dada por Jorge muestra una estrategia argumentativa que ilustra un
razonamiento dindmico. Esta estrategia evidencia control conceptual de lo que ¢l ve en la
pantalla (proceso de visualizacidn), siendo el arrastre una herramienta fundamental en
dicho proceso. La medicion en este caso, fue utilizada, como lo plantean Olivero & Robutti
(2001a), en la transicion de lo teorico a lo perceptivo. El razonamiento esbozado por este
estudiante se fundamentd en la relacion entre los radios de la misma circunferencia y el
estatuto tedrico del compas.
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En consecuencia, las estrategias argumentativas fueron evolucionando de lo intuitivo
basado en la percepcion de la forma (apariencia), pasando por lo empirico basados en
resultados numéricos de varias representaciones hasta una argumentacion con rasgos de
formalismo matemdtico, aunque Unicamente a nivel oral. Por otro lado, se evidencia que la
interaccion y el debate global fueron el motor que impuls6é a los estudiantes a explorar
diferentes ideas para encontrar una mejor explicacion a su conjetura. Esta interaccion,
también puso de manifiesto la importancia de la colaboracion entre todos, la presentacion y
exploracion de ideas, y la ayuda mutua en la implementacion dindmica de las mismas.

6. CONCLUSIONES

Dentro las principales conclusiones preliminares se pueden resaltar las dos siguientes.
Primera, el dibujo electrénico proporcionoé a los estudiantes un nivel mayor de evidencia
que un dibujo en papel y lapiz. Este dibujo electronico es un espejo del universo interno de
la maquina y por ende, esta mas cerca del objeto geométrico. Segunda, las representaciones
ayudan a los estudiantes a: 1) producir conjeturas, ii) listar el procedimiento seguido en una
construccion y iii) describir tal procedimiento tanto en forma verbal como escrita. Dadas las
caracteristicas del dibujo electronico y al mecanismo de control que obedece a la teoria
interna de la maquina, parece posible la existencia de un puente entre la evidencia
geométrica de Cabri y la argumentacion geométrica. Por ejemplo, en la Actividad 2,
inicialmente la argumentacion dependi6 de la evidencia de Cabri (medidas y arrastre), sin
embargo, con la intervencion de la investigadora y dado el disefio de la hoja de trabajo se
logré una argumentacion con un nivel superior de formalizacion, mas descontextualizado.
Por lo tanto, cuando el estudiante interactia con un dibujo electronico es més posible que se
de el proceso de visualizacidn, esto es, el poder conectar lo que percibe en la representacion
con la teoria.
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Los materiales oficiales (SEP) replanteados con la geometria dindmica

Jorge Alonso Pérez Huerta

Licenciado en Educacion Media

Introduccion

La Secretaria de Educacion Publica ofrece a todos los Profesores del Pais diversos materiales
tales como: Libro para el Maestro. Matematicas. Educacion Secundaria, la Secuencia y organizacion
de contenidos. Matematicas y el Fichero. Actividades didacticas, Matematicas. Educacion Secundaria.
Los cuales ofrecen una orientaciéon mas precisa sobre el tratamiento de los contenidos matematicos,

concebidos en los Planes y Programas de Estudio de educacion secundaria.

Las areas en las que esta divididas los Planes y Programas, en lo que corresponde a la asignatura
de Matematicas son las siguientes: ARITMETICA, ALGEBRA, GEOMETRIA, PRESENTACION Y
TRATAMIENTO DE LA INFORMACION Y NOCIONES DE PROBABILIDAD.

Los Profesores encontramos en estos materiales el desarrollo del enfoque didéctico para el
estudio, la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas siendo preciso enriquecer los diversos
recursos que disponemos para auxiliar a los alumnos al desarrollo de habilidades, fomentar valores y la

adquisicion de conocimientos matematicos.

La geometria en la educacion secundaria

El desarrollo de habilidades tales como la de calcular, inferir comunicar, medir, imaginar,
estimar, generalizar y deducir, permite que el alumno adquiera una formacion y adquisicion

conocimientos capaz de resolver problemas en los cuales se pueda encontrar involucrado.

Es el docente el que debe proveer las herramientas necesarias para lograr aprendizajes
significativos, con base en la eleccion de situaciones problematicas que permitan la socializacion y

confrontacion de ideas, lo que genera un interés por aprender matematicas.
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La geometria en la escuela secundaria tiene un proceso previo: llegan con cierto desarrollo
aprendida en la primaria; lo que permite al profesor tener un desenvolvimiento hacia estructuras cada
vez mas complejas que permitan explorar propiedades geométricas de figuras logrando una descripcion

del entorno que nos rodea.

La geometria dindmica

En Francia, en el afno de 1985 Jean-Marie Laborde propone la creacion de un
cuaderno-borrador interactivo para la geometria, Cabri-géomeétre, permitiendo una

exploracion sobre caracteristicas de los objetos de la geometria y de sus relaciones.

A partir de la segunda edicion del texto Libro para el Maestro. Matematicas. Educacion
Secundaria se hace referencia de los “Materiales manipulables y las nuevas tecnologias”

NI YT EETYIEE (Pags 20y 21). No solo menciona al programa

El cuaderno de geometria interactiva Cabri—géométf'e, tamb|én a EI geémetra (The
Por Jean-tdarie Laborde & Franck Bellemain
Yoriin 1.0 M8 windoms Geometer’s Sketchpad). Ademas de que existen
ti-cares@@ticom  http: /A i com/cale . .,
En Espofia, 91 5140980 en la internet otros programas que también

En Morteamérica: 800-TI-CARES [800-342-2737)

. permiten una geometria dinamica, como: Dr.
Q TExAs INSTRUMENTS

Geo, Geup, etc.

@ 192808 IMAG-CHRE-LUIF Cabri-géométre Il es una marca registrada de Université Joseph Fourier

El reciente desarrollo tecnologico ha hecho que resurja el interés por utilizar técnicas
visuales como uno de los principales elementos de apoyo al proceso de ensefianza-
aprendizaje. En un ambiente de geometria dinamica podemos manipular interactivamente

objetos matematicos geométricos mediante la
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aplicacion de software o bien mediante el uso de
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Problemas replanteados con la geometria dinamica
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3. Traza un circulo de 2 em de radio, marca un punto de su circunferencia y llamalo
A, luego:

a) Toma otro punto M, sobre la circunferencia y traza la recta que pasa por A y M.
b) En la recta que pasa por A v M, marca con rojo los puntos N, v I que satisfacen:
M N, =M I", =4 cm

Contintia el mismo proceso tomando muchos puntos M,, My, M, ..., sobre la
circunferencia (verds aparecer una curva que los matemdticos llaman conchoids del
circulo). O

IberoCabri 2004 196  Reporte de Investigacion: Los materiales oficiales (SEP) ...
J. Pérez



GENERALIZACION, FORMALIZACION Y ABSTRACCION EN CABRI

Leonor Camargo Uribe
Profesora de la Universidad Pedagogica Nacional '
Bogota, Colombia

Reflexion inicial

En el articulo Meaning mathematically with computers (1997), Noss y Hoyles nos
hacen caer en cuenta que, quienes trabajamos en el campo de la educacion matematica,
a nivel escolar, nos enfrentamos frecuentemente a un dilema bastante delicado:

(Como tratar con la naturaleza general y formal de las proposiciones matematicas que
forman parte de una cultura matematica universal, y al mismo tiempo, con la necesidad
de admitir que el conocimiento que un estudiante construye, produce o asimila se da
siempre mediado por un contexto, y que dota de significado los conceptos
matematicos?

El interrogante tiene tres componentes:

(i)  sin generalizacion y formalizacion, no podemos decir que nuestros alumnos hacen
matematicas, pues en la formalizacion esté la esencia de las matematicas.

(i) sin embargo, la formalizacién es vista frecuentemente como un obstaculo
insuperable para comprender los significados de los conceptos matematicos,

(iii) pero, sin significados, tampoco hay conocimiento matematico util!

En el campo de la didactica, la construccion de respuestas al interrogante, tiene que ver con
encontrar una forma de caracterizar la actividad matematica escolar si respetamos la forma
como la matematica se va construyendo como ciencia, pero simultaneamente respetamos la
manera como funciona la cognicion del estudiante.

Si atendemos unicamente a la forma como procede la matematica (modelo curricular de las
matematicas modernas) tendriamos que pensar en la construccion de sistemas axiomaticos
que atienden aspectos estructurales de los conceptos y propiedades matematicos,
comunicados en un lenguaje riguroso que incorpora el uso de cuantificadores como recurso
de generalizacion. Asi por ejemplo, Hilbert en la introduccion de sus fundamentos de
Geometria (1899) escribid que el significado de los puntos, las lineas, los planos era algo
determinado Unicamente por las relaciones que se establecen ellos, pues lo importante en
matematicas era la logica interna del sistema, al margen de los significados “intuitivos” que
podamos asociar a los términos. Dado el alto grado de sistematicidad de la matematica,
respetar la forma de construccion de esta ciencia nos obliga a atribuir los significados de los
objetos matematicos a las relaciones que se establecen entre ellos y no a su nexo con la
realidad.

! Este articulo es resultado del trabajo realizado en el marco del proyecto Desarrollo del razonamiento a

través de la Geometria Euclidiana realizado entre 1999 y 2002 con el apoyo del Centro de Investigaciones de
la Universidad Pedagogica Nacional, CIUP.
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De otro lado, si pensamos en la cognicion del estudiante (como nos lo demandan las
reformas curriculares actuales) tendriamos que pensar en actividades de induccidon empirica
que van de lo particular a lo general. Esta forma de buscar regularidades es la manera usual
como los seres humanos buscamos organizar nuestras experiencias. Esta es una actividad
connatural a la especie humana que ha sido uno de los pilares sobre los que ha descansado
su supervivencia y su desarrollo social y cultural y tiene que ver con la manera como
procedemos cognitivamente, estableciendo relaciones existentes entre los conceptos y la
realidad que reflejan y atribuyendo significado a los conceptos, segin las experiencias que
vivimos.

Si, como educadores matematicos, respetamos estas dos maneras de proceder, ;qué camino
podemos elegir? La tendencia en los ltimos afios ha sido prestar atencion a los procesos
cognitivos que desarrollan los estudiantes cuando aprenden y a los significados que le dan a
conceptos matematicos, en conexion con sus experiencias vitales. Entonces, actividades
matematicas como generalizar y formalizar han sido “adaptadas” mas en funcién de su
caracterizacion como procesos cognitivos espontaneos, que como actividades matematicas
que atienden a una logica interna de la disciplina y que estdn en su esencia.

En ese sentido, considero que las actividades de generalizacion y formalizacién, como
actividades matematicas propiamente dichas, se han dejado de lado, y no permitimos que
los estudiantes avancen en el aprendizaje de las matematicas mas a alld de una ingenua
caracterizacion como ciencia empirica.

(Como vincular las actividades que son significativas para los estudiantes, con los procesos
de generalizacion y formalizacién, propios del trabajo matematico? Tenemos una
alternativa: tratar de construir generalizacion y formalizacidn, a partir del establecimiento
de conexiones con las experiencias de los alumnos y de su capacidad de abstraccion.

Como contribucion a la reflexion didactica sobre estos procesos voy a hacer referencia a
ellos desde la dptica de los entornos computacionales, y mas concretamente desde el trabajo
en geometria dindmica con Cabri. Pretendo mostrar que el trabajo en entornos
computacionales contribuye a construir un puente entre el significado atribuido a los
procesos de generalizacion y formalizacion, desde el punto de vista cognitivo y el
significado de estos procesos desde el punto de vista matematico, en aras de identificar lo
que es hacer y aprender matematicas, por lo menos en la matematica escolar.

Generalizacion

Como proceso cognitivo, podemos caracterizar la generalizacion como el acto mental
mediante el cual “abstraemos lo que es comun y esencial a muchas cosas para formar un
concepto que las comprenda a todas” (diccionario de la real academia). Es decir, hacemos
afirmaciones que abarcan a un conjunto de objetos, a partir del establecimiento de patrones
de regularidad. Las experiencias inductivas de estudiar “varios” casos llevan al
establecimiento de generalizaciones. Por ejemplo, después de observar la caida de muchos
cuerpos, podemos afirmar que, en cercanias de la tierra, estos son atraidos por ésta.
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Pero los procesos de generalizacion en matematicas son diferentes. No por el hecho de
sumar muchas veces la suma de las medidas de los angulos internos de un tridngulo,
podemos afirmar que en todos los casos es de 180°. La generalizacion en matematicas
implica la introduccion al lenguaje de cuantificadores: para todo... existe un .... Estos no se
pueden introducir por la via de la induccién empirica, sino por la via de la definicion o la
demostracion®. Se requiere del uso de un lenguaje que permita el tratamiento matematico de
un representante de todos los posibles casos, una variable, con la cual se construyen y
enlazan proposiciones matematicas que llevan desde unos supuestos iniciales hasta Ia
afirmacién para todo..... o existe un ....que se desea demostrar. Pero, el comprender una
demostracion es uno de los aspectos mas exigentes del trabajo en matematicas que requiere
de la aceptacion personal del individuo para enfrentarse a este estilo de trabajo. Por eso,
debemos preparar el terreno, aproximarnos a la idea de generalizacion matematica a partir
de la actividad cognitiva de generalizar. Veamos como el trabajo con el computador puede
ayudar.

Consideremos el siguiente problema: Dibujar un triangulo ABC y construir las mediatrices
de los lados AB y AC. Después, construir el punto P de interseccion ;Cual es el lugar
geométrico de P cuando A se mueve arbitrariamente alrededor del plano? *

En papel, la situacion toma lugar en el contexto de un ejemplo particular, el tridngulo ABC,
pues cuando se representan puntos ellos no son creados “en general”, sino localizados en
posiciones particulares del plano (figura 1).

B C

Figura 1

La busqueda de soluciones al problema nos lleva a dibujar otros puntos A y encontrar otros
P, para imaginarnos lo que sucede (figura 2) La exploracion nos puede llevar a identificar
un patrén general: los puntos P parecen colineales.

Al igual que en papel y lapiz, en Cabri la situacion toma lugar en el contexto de un ejemplo
particular, el triangulo ABC, pues cuando se representan puntos ellos no son creados “en
general”, sino localizados en posiciones particulares del plano. Sin embargo, en Cabri los
objetos pueden moverse (mostrar en el computador) y al reconocer esta posibilidad, es
dificil no pensar en ellos como representantes de un gran conjunto de posibilidades,
asumiendo en este caso al punto A como una variable. De esta manera tenemos uno de los
elementos esenciales para construir una generalizacion matemadtica, la variable, cuya
conceptualizacion se favorece en virtud del medio de expresion de la matematica. Pensar

% Ejemplo para un conjunto finito de puntos y una propiedad P. Si comprobamos que para un elemento m del
conjunto, la propiedad P se cumple, podemos decir : Existe un m tal que P se verifica para el. En el caso de
Para todo, tendriamos que hacer la comprobacion con todos los elementos del conjunto.

3 Sugerido por Noss y Hoyles (1997)
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acerca de una clase general sobre un caso simple es la meta de la busqueda de la
generalidad en matematicas pero en ocasiones es dificil para los estudiantes. Con Cabri se
les invita a pensar en general, mientras trabajan sobre lo particular.

Figura 2

Al construir el “lugar geométrico” observamos, ademas de ver que los puntos son
colineales, que éste es la mediatriz del lado restante (figura 3), ;jpor qué? Porque las
mediatrices son concurrentes, y como al mover A no se alteran las posiciones de By C,
toda la familia de triangulos tiene la misma mediatriz de BC, por lo que el locus del punto P
sera todas las posibles posiciones de los puntos de concurrencia de las mediatrices de los
tridngulos, que deben estar sobre la mediatriz de BC. Entonces comienza a tener sentido el
introducir por ejemplo la afirmacion: “para todo A, con B y C fijos, el punto de corte de las
mediatrices del triangulo ABC se encuentra sobre la mediatriz de BC”

Figura 3
(Qué podemos concluir de este ejemplo?

- Es claro que en papel y lapiz la idea de generalizar una propiedad geométrica, a partir
de pocos ejemplos, es muy complicado. Algunos profesores tratamos de favorecer la
busqueda de generalidad solicitando a los alumnos escoger diversos casos y estudiar la
propiedad en cada uno de ellos, pero este no suele ser un mecanismo muy eficaz para
lograr que los alumnos vean los casos particulares como representacion del caso
general.

- Cabri favorece la compresion de este hecho pues lo que mejor hace el programa es la
generacion de un conjunto de casos, a partir de uno. Desde un punto de vista didéctico,
ver que una propiedad se satisface en general invita a preguntarse el por qué pasa esto y
a buscar darle sentido a la indagacion de propiedades que se aplican en general.
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- Pero podemos avanzar un poco mas. Al introducir la idea de variable para trabajar en
geometria, Cabri apunta a la busqueda de ideas acerca de lo invariable de la
variabilidad. En el problema anterior, la clave es reconocer que el movimiento del
punto A no conlleva el movimiento de los puntos B y C, hecho que es dificil de
imaginar en un dibujo hecho sobre papel. La accion de mover el punto A y observar los
movimientos resultantes en la pantalla, es crucial para generar comprension de la
situacion. El hecho de que veamos que el locus de P parezca ser la mediatriz de BC no
significa que podamos afirmar que lo es. Por lo menos no en matematicas. Esto nos
conduce a preguntarnos lo que constituiria una prueba en el entorno Cabri. Por ejemplo,
si trazamos la mediatriz y vemos que coincide con el locus ;serd una prueba suficiente?
Si construimos varios triangulos y los puntos P correspondientes para luego medir las
distancias a B y C y observar que la medida coincide, ;/sera una mejor via de prueba?

El arrastrar un vértice dificilmente constituye una demostracion rigurosa. Sin embargo, esta
experiencia puede ser explotada didacticamente para construir un puente hacia estrategias
apropiadas en matematicas, mas que crear la barrera que la misma tarea parece producir en

papel y lapiz.
Formalizacion

La formalizacion se refiere al acto mental mediante el cual “damos forma a una cosa;
revestimos algo de los requisitos legales; damos cardcter de seriedad a lo que no tenia”
(diccionario de la real academia). En ese sentido, en la institucion escolar asociamos la
formalizacién en geometria con la introduccion del lenguaje adecuado para hablar de
conceptos o procesos o cuando formulamos definiciones a partir de la sintesis de
propiedades relevantes de un objeto. Por ejemplo, decimos que hemos llegado a la
formalizaciéon del concepto de paralelogramo cuando damos su definicion: un
paralelogramo es un cuadrilatero con dos pares de lados opuestos congruentes.

Nuevamente debemos decir que la formalizacién en matematicas es diferente. Formalizar
en matematicas consiste en atender a los aspectos sintacticos de la construccion de un
lenguaje mas que a los aspectos semanticos. En ese sentido no basta con decir las cosas
“bien”, sino en irlas articulando por el lugar que ocupan en un sistema. Por ejemplo,
estamos atendiendo a los aspectos sintacticos de la construccion del sistema axiomatico de
la geometria euclidiana cuando valoramos una afirmaciéon geométrica, como que los
angulos de la base de un tridngulo isosceles son congruentes, no por que tenemos muchas
experiencias vitales con tridngulos isosceles que nos permiten aceptar la afirmacion o
porque ésta nos proporcione informacidon nueva, sino por el lugar que ocupa en una cadena
deductiva. Esta tarea implica dar un salto cognitivo muy grande pues los objetos
geométricos dejan de ser idealizaciones de representaciones de objetos concretos, para
convertirse en objetos matematicas propiamente dichos. ;Coémo contribuye Cabri a
acercarnos a la formalizacion matematica?

Veamos una actividad y dos procedimientos de construccion diferentes: Dados tres puntos
A, B, C, construir un paralelogramo que tenga los tres puntos como vértices.
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Estrategia 1: Se traza la recta AB, luego se traza una paralela a AB por C. Con la opcion
“compds” se construye un segmento congruente con el segmento AB, con uno de sus
extremos en C. El cuarto vértice del paralelogramo es el extremo del otro segmento (figura

4).

Figura 4

Estrategia 2: Se construye el punto medio de AC. Luego se halla el simétrico de B con

respecto al punto medio.. El punto simétrico es el cuarto vértice del paralelogramo(figura
5).

Figura 5

Ambos procedimientos contienen en si mismos la estructura de un paralelogramo. La
naturaleza del programa obliga forzosamente a una comunicacion formal entre el estudiante
y el computador, que demanda rigor en las instrucciones de construccion de la figura. Por
eso la figura se constituye en el resultado de un acercamiento formal, en el efecto de este
acercamiento. El procedimiento deja de ser un simple proceso mecanico de dibujo y se
convierte en el medio para pensar “formalmente” acerca del objeto paralelogramo.

Asi, las relaciones geométricas en juego modelan la representacion visual y viceversa. Esta
relacion permite a los alumnos tomar conciencia de hechos importantes. Por ejemplo,
muchos estudiantes piensan que un rectangulo no puede ser un paralelogramo pues un
paralelogramo es un rectangulo distorsionado. Es probable que si la construccion del
paralelogramo se hace en papel, los estudiantes no puedan conectar las relaciones
geométricas que usaron en la construccion, con la definicion formal de paralelogramo,
para ver el rectdngulo como un caso particular. S6lo cuando tienen la posibilidad de
arrastrar algunos de los puntos iniciales A, B o C, en un ambiente dinamico, y relacionar
las figuras obtenidas con los aspectos estructurales en juego, se dan cuenta que nada
impide que la nocion de paralelogramo subsuma el caso particular del rectdngulo.

(Qué podemos decir acerca de la formalizacion?
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- La figura obtenida por medio de una construccidén es la representacion formal del
paralelogramo pues explicita las relaciones estructurales presentes, mas que las
caracteristicas perceptuales. Existe un proceso de formalizacion implicito en la
interpretacion del procedimiento usado que obliga a atender cada una de las relaciones
geométricas en juego, y se constituye en fuente de indagacion sobre las mismas. En la
estrategia 1, se pone de presente el paralelismo y la congruencia dos a dos, de los lados
del paralelogramo. En la estrategia 2, se pone de presente que las diagonales de un
paralelogramo se bisecan. Al interactuar con el programa, los estudiantes atienden
simultdneamente al resultado visual y a la relacion geométrica que se estd poniendo en
juego. De esta manera se establecen y desarrollan enlaces entre el pensamiento formal
e intuitivo, y el uso del software se constituye en un medio de formalizar lo formal o
viceversa.

- Adicionalmente atiende a los aspectos simbodlicos aportando en la via de la
formalizacion matematica. Al usar herramientas tradicionales este uso demanda un
rigor que estd altamente sintonizado con el propdsito de establecer la validez, pues la
formalizacién se alcanza en geometria con la demostracion, pero se aleja mucho de la
forma cotidiana de proceder.

Parece ser que la distancia entre lo que esperamos de los alumnos en geometria y lo que
caracteriza el diario devenir es tan distinto que se constituye en un obstaculo para el
aprendizaje. En el entorno computacional, la situacion es muy diferente. En el
paralelogramo hay una base racional (cognitiva) para interactuar con el mundo formal de
las relaciones geométricas (los teoremas): la tarea de construir una forma particular. De esta
manera es posible que generen lo que Vergnaud (1983) Ilama un teorema en acto. Por
ejemplo:

Teorema: un cuadrilatero es un paralelogramo si resulta de aplicar la

estrategia 1 (o la 2, u otra equivalente).

Corolario: un rectangulo es un caso particular.

Demostracion: al arrastrar los objetos de la construccion se puede apreciar este
hecho

Abstraccion

Hemos dicho que la didactica tiene que hacer posible que los estudiantes accedan a altos
niveles de complejidad, en donde los objetos matematicos s6lo se definan con base en las
relaciones intra — matematicas y por tanto adquieran el estatus de objetos matematicos, pero
sin descuidar la naturaleza situada del conocimiento.

Para contribuir a que los alumnos avancen hacia la generalidad y la formalizacion
matematicas, Moreno (2000) propone aprovechar su capacidad cognitiva de abstraer
entendiéndola como la capacidad de reorganizar a un nivel cada vez mds superior, aquello
que ya se ha aprendido, hasta llegar a un nivel en el que la generalizacion y la
formalizacién matematica tengan sentido.

Los conocimientos matematicos iniciales dependen estrechamente del medio en donde son
expresados. Si el medio dispone de recursos estructurantes, como en el caso de los entornos
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computacionales, se abre la posibilidad de establecer conexiones entre distintos fragmentos
de conocimiento y asi ir produciendo versiones cada vez mas organizadas, que si bien
dependen del medio, comienzan a articularse en redes conceptuales cada vez mas
independientes. En estos escenarios, el estudiante puede coordinar sus ideas informales
producto de sus experiencias vitales, con sus ideas formales producto de experiencias
escolares previas para producir fragmentos cada vez mas organizados de conocimiento.

El medio funciona como un soporte para el establecimiento de dichas conexiones. Favorece
la generaciéon de ideas que se expresan a través del medio, que estan intimamente
vinculadas y articuladas a ¢él. Poco a poco, la red conceptual se va separando de las
conexiones con el medio y los objetos empiezan a verse en forma abstracta como objetos
que son sintesis de multiples determinaciones. Alli aparece la idea de objeto matematico
variable y por eso, en ese momento tiene sentido introducir la actividad de generalizar,
introduciendo cuantificadores, y la actividad de formalizar, expresando las relaciones
estructurales presentes.

Veamos un ejemplo. Una vez los estudiantes han modelado geométricamente el Teorema
de Pitdgoras, mediante la comparacion entre las areas de los cuadrados construidos en cada
uno de los lados, es posible que admitan que esta relacion se verifica en todos los
triangulos rectangulos al disponer de un medio como Cabri, que les permite tener la idea de
generalidad abarcando muchos tridngulos rectangulos (figura 6).

5.85 cm* 5,60 cm?

11.55 em?*

Figura 6

Sin embargo, ;Como garantizar que esa relacion solo se verifica en tridngulos rectangulos y
no en otro tipo de triangulos? Nuevamente con Cabri, tenemos la oportunidad de explorar
la situacion con triangulos acutangulos u obtusangulos arrastrando el vértice
correspondiente al dngulo recto de un tridngulo que aparentemente era rectangulo (figura
7).

Al construir regiones rectangulares de area equivalente a la de los cuadrados construidos
sobre los lados menores y encajarlos en el cuadrado construido sobre el lado mayor, los
estudiantes pueden observar que las areas no son equivalentes e intentar estudiar a qué
corresponde el 4rea sobrante o faltante* (figura 8). A partir del estudio de las relaciones
estructurales geométricas presentes, en ¢l medio, aparecen los argumentos necesarios
para “ver” el Teorema del Pitdgoras como un caso particular del Teorema del Coseno

* El profesor les puede sugerir que hagan las proyecciones ortogonales de los extremos del lado mayor del
triangulo, sobre los lados menores para construir dos rectangulos de area igual al producto de los lados
menores del triangulo por una constante (que resulta ser el coseno del angulo comprendido entre ellos)
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tendiendo a la ampliacion de la reorganizacion del conocimiento. El significado de la
expresion 2abcosC, se da con relacion al coseno del angulo.

c2

\ TN s 9 becos:

becosAl

Figura 7 Figura 8
Conclusiones

Los medios computacionales estimulan la dialéctica entre el proceso de dar sentido a las
practicas cotidianas mediante la organizacién y la matematizacion, por una parte, y la
comprension de situaciones matematicas mediante el recurso de darles sentido
importandolo de una practica extra — matematica. ~ Permiten una convergencia entre
actividades de exploracion, que favorecen los procesos mentales de generalizacion y
formalizacién y actividades de sistematizacion que llevan a la generalizacion y
formalizacién matematicas propiamente dichas.

Focalizar la atencion en lo dicho anteriormente, construccion de generalizacion y
formalizacién a partir de experiencias significativas que lleven a la abstraccion, nos obliga
a escuchar mas a los estudiantes. Conlleva por tanto dos consecuencias:

(1) Nos invita a estudiar formas mediante las cuales los estudiantes se expresan
matematicamente. Debemos indagar por las vias en las cuales pueden hacer uso
de su bagaje conceptual y por los escenarios en los que tales expresiones tienen
lugar.

(ii)  Nos obliga a pensar mas cuidadosamente sobre lo que es la matematica misma,
pues si esperamos ser capaces de reconocer hechos matematicos, debemos tener
clara la forma de hacerlo. Puede haber formas de expresion matematica que no
conformen lo que consideramos el conocimiento matematico “oficial”, pero
que es necesario ¢ importante valorarlas en clase, como precursoras de futuros
aprendizajes oficiales.
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UN SOFTWARE ASISTENTE DE GEOMETRIA Y LA VISUALIZACION DINAMICA
DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO.

M. en C. Rafael A. Meza V.
CECyT Diddoro Antunez E.-I.P.N., México
rmezav53(@yahoo.com.mx
Visualizacion-Nivel Medio Superior

Resumen. Un acercamiento a través de una visualizacion dindmica al
teorema fundamental del cdlculo haciendo énfasis en la relacion inversa
entre dreas (acumulacion) y tangentes (razon de cambio) contrasta con el
acercamiento tradicional en el cual se presentan diversas figuras y
graficas estdticas para fundamentar y probar tan importante nocion.

INTRODUCCION La invencion del calculo es atribuible, en forma independiente, a
Leibniz y Newton a finales del siglo XVII. Newton desarroll6 los conceptos de fluxion y
fluente motivado por el problema de calcular la velocidad de un cuerpo y Leibniz por su
parte desarrollo los conceptos de diferencial e integral motivado en el problema de trazar
tangentes a una curva cualquiera. También encontraron y probaron lo que ahora conocemos
como “El Teorema Fundamental del Calculo”. Su descubrimiento hizo posible el desarrollo
algoritmico del calculo y proporcioné una formulaciéon genérica de la relacién entre el
problema de la tangente y el problema del drea, o en nuestra moderna notacion, entre
derivacion e integracion. El problema de la tangente basicamente consistia en determinar
un método que permitiera trazar una linea recta tangente a una curva en un punto
especifico; el problema del 4rea, también fue abordado en forma geométrica, y basicamente
consistia en encontrar un método que permitiera construir un rectangulo de area igual al
area de interés.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Sea f continua en un intervalo
cerrado [a, b].

Parte I Si la funcién F esta definida por F(x) = I ' f(¢)dt paratodo x en [a, b], entonces
F es una antiderivada de f'en [a, b].

Parte I Si F es cualquier antiderivada de f'en [a, b], entonces Ib f(x)dx=F(b)-F(a).

PREGUNTA DE INVESTIGACION  La motivacion de este estudio surgid del
planteamiento de la siguiente pregunta: El alumno que ha llevado un curso tradicional de
Célculo jes capaz de identificar, transformar o construir la relacion que existe entre el
problema de la tangente y el problema del area si unicamente dispone de informacion
grdfica? Aln cuando a primera vista este problema parece simple hemos constatado que no
es obvio.

MARCO TEORICO Este trabajo tiene por finalidad presentar un andlisis
epistemologico del Teorema Fundamental en un ambiente computarizado; ocupandonos
ante todo del proceso mismo de su construccion, de la génesis de las sucesivas
estructuraciones y de los mecanismos de pasaje de una etapa a otra en su desarrollo
historico.
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CUESTIONARIO  Con objeto proporcionar respuestas viables a la pregunta de
investigacion, aplicamos un cuestionario para explorar el tipo de comprension que tiene el
alumno acerca de la relacion entre tangentes y areas. El cuestionario no tiene, como es
comun, expresiones algebraicas en forma explicita, presenta s6lo elementos graficos en el
plano numérico.

ALUMNOS Las muestras para el cuestionario fueron tomadas del Gltimo semestre del
nivel medio superior (de 16 a 18 afios) y del primer afio de licenciatura.

CUESTIONARIO SOBRE LA RELACION ENTRE TANGENTES Y AREAS

Sea L la recta tangente a la grdfica de la funcion polinomial de segundo grado f en

el punto de coordenadas (2, 60) como se muestra en la figura 1.

a) Encuentra el valor de la funcion fen x = 2, es decir f (2).

b) Encuentra el valor de la derivada de la funcion fen x = 2, es decir f '(2).

c¢) En el sistema de coordenadas proporcionado en la figura 2 traza la grafica de

la funcion derivada f (x).

d) Determina la expresion polinomial de primer grado que corresponde a f '(x).

f ’

1] : . . 88

68 . . 68

(2, 60)
L

48 48

f=1x)

28

2 -1 1 2 I X 2 -1 i 2 3 N

figura 1 figura 2
RESULTADOS SOBRE CUESTIONARIO Hemos podido constatar que ni alumnos
del ultimo afio del nivel bachillerato ni del primer afio de licenciatura del area Fisico-
Matematicas logran identificar, transformar o construir la relacion entre tangentes y areas.
EL TEOREMA DE BARROW Las investigaciones de personajes como: Oresme,
Galileo, Roberval, Descartes, Torricelli, Fermat, entre otros, condujeron a la idea de que el
espacio recorrido por un movil es igual al area bajo la grafica de su velocidad como funcién
del tiempo. Estos resultados fueron dando lugar al reconocimiento de lo fundamental de la
relacion entre tangentes y areas, pero fue Isaac Barrow quien con mayor precision la
formul6 en 1667. Struik en su libro “A Source Book in Mathematics” en las paginas 254-
260 proporciona los resultados mas representativos de la Lecture X de las Lectiones
geometricae de Barrow. Reescribo el pdrrafo XI que corresponde al Teorema fundamental
para su discusion.
Con referencia a la figura 3, sea ZGE una curva cuyo eje

] n © VD, consideremos las ordenadas VZ, PG y DE
perpendiculares al eje y creciendo en forma continua desde la
: ordenada inicial VZ. Construyamos la curva VIF con las
v KL siguientes hipotesis:
' T 1P D 1. El segmento R es de magnitud unitaria.
5 2. El rectangulo determinado por los segmentos DF' y R es
igual en area a la region VDEZ.
S S
figura 3
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3. Sea T' un punto sobre la recta VD tal que satisface 11;1; =DT.

En consecuencia LF = DF — DL = area VDEZ — area VPGZ = drea PDEG . Por otro

: LK LF DT
lado, ALKF es semejante al ADTF asi; — = ——, y por lo tanto LK =LF ——. Ahora
DT DF DF
1 DT . . LF 1 DE - DP
—— = ——, de la tercera hipotesis y LK = - ared PDEG < =DP=1LI
DE DF DE DE DE

Asi tenemos que: LK < LI. Si el punto P esta a la derecha del punto D se cumple
entonces la relacion: LK > LI. Con lo que se demuestra que la recta 7F es tangente a la
curva VIF en el punto F en el sentido clasico griego de la recta que toca en un unico punto a
la curva sin cortarla.

EL CALCULUS Desde luego que es posible reinterpretar en nuestra notacion este
resultado. Dada una funcidon creciente y=f(x), figura 4, construyamos una funcion

Y=F(x), figura 5, con la condicién de que la ordenada Y=DF represente el drea limitada
por la grafica de la funcion y=f(x), las ordenadas VZ, DE vy el eje horizontal, es decir

4 Y =J-Oxy dx . Barrow elige el punto T sobre el eje horizontal

de tal forma que se cumpla la relacién % =DT,y

demuestra que la recta TF es tangente a ¥ = F'(x). Por otro
Z
v

. DF .,
lado se tiene que —— = DE = y, en nuestra notacion este
0 P D ® DT
figurad

resultado es equivalente a ar =y, es decir 4 IX ydx=1y.
dx dx 70

Barrow da asi solucion al problema de construir una curva
Y =F(x), en la que en todo momento conocemos su

Y

tangente. En nuestra notacion moderna, la integral definida
considerada como una funcidén de extremo superior variable
resuelve el problema de encontrar una funcion en la que en
T cada momento conocemos su derivada. Lo que no estd
figura presente aqui es el calculo de areas por medio de tangentes o
en nuestra notacion la obtencion de integrales definidas a partir de integrales indefinidas,
sin embargo podemos considerar a la luz de estos hechos que en 1667 logro identificar lo
que hemos llamado parte I del Teorema fundamental del Célculo. Desde luego es posible
reescribir este resultado en forma tal que nos presente una nueva relacion entre las
funciones F'y f (parte II).

CABRI Y LA REPRESENTACION GRAFICA  Con base en el marco tedrico
propuesto y con ayuda de un software de geometria dindmica es posible llevar a cabo una
visualizacién dinamica del Teorema Fundamental del Calculo que enfatice la relacion entre
areas y tangentes. No es la pretension de esta seccion realizar una descripcion detallada de
los comandos del software, por el contrario, parto del supuesto de que existe un
conocimiento basico de ellos y pretendo utilizarlos como herramientas cognoscitivas.
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PARTE I DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Inicio esta
presentacion mostrando en Cabri el Teorema de Barrow para el caso en el cual la
acumulacion de area corresponde a un rectangulo de altura constante y base variable. El
primer paso consiste en construir un rectangulo WXSR, como el que se muestra en la figura
6, con las caracteristicas de que el vértice R esté situado sobre el segmento WQ y el vértice
X sobre el segmento WV. De esta forma es posible tener una animacion controlada tanto del
vértice R como del X. Para el caso particular de la figura 6 la altura WR del rectangulo es
igual a 0.76 cm. y la base WX es igual a 4.14 cm. En este caso y en los subsecuentes todas
las medidas de segmentos estdn en centimetros y en consecuencia las areas de regiones
correspondientes en centimetros cuadrados. El area, entonces, del rectdngulo en cuestion es

3.16 cm®, tracemos ahora, figura 7, a partir del punto X la ordenada PX perpendicular al

segmento WV de magnitud igual a la magnitud del area, para ello tracemos una
perpendicular por X, y sobre ella una semirrecta de punto inicial X que quede por arriba del
segmento WV, finalmente realicemos la transferencia del area sobre la semirrecta,
obteniéndose asi el punto P que determina el segmento PX con la “propiedad” de que su
magnitud es igual a la magnitud de 4rea de la region WXSR. Es de suma importancia tener
presente en este momento que esto es posible debido a que el area del rectdngulo
determinado por los segmentos PX y CD (el segundo serd considerado a lo largo del
presente trabajo de magnitud unitaria) es igual en area a la region WXSR. Es posible ahora
dar animacién al punto X, al R o ambos y analizar las diversas trayectorias que describe el
punto P. Empecemos por desplazar al punto X con el puntero y observar que con éste se
desplaza el segmento PX en forma perpendicular al segmento WV y que su magnitud es
siempre igual al area de la region WXSR.

TEOREMA DE BARROW TEOREMA DE BARROW
unidad CD unidad CD
longitud 1 cm longitud 1 cm
C D c D
base WX = 4,14 7 base WX = 4,14

altura WR =0,76 altura WR =0,76

AREA RECTANGULO = 3,16 | AREA RECTANGULO = 3,16

ordenadaPX =3,16
YW X v A"
E s ordenada 8X =0,76
al
figura 6 figura 7

Surgen ahora de forma natural varias preguntas. Si damos “animacion” a X ;qué tipo de
curva describe la trayectoria del punto P? ;Por qué describe tal trayectoria? Podemos en
este momento activar en el punto P la opcidn “traza” y es ilustrativo ver como la linea WP
va apareciendo en la pantalla electronica a medida que el punto X se desplaza sobre el
segmento WV. A continuacion podemos desactivar la traza y tomar la opcion “lugar
geométrico” del punto P debido al desplazamiento del punto X'y obtenemos nuevamente la
linea WP, pero en esta ocasion la linea se construird por completo y serd un objeto definido.
Como tal, pueden seleccionarse puntos del mismo. Ademas, si se modifica un objeto que
define un lugar geométrico, éste se recalculard y aparecera en forma ‘“‘continua” para
mostrar el efecto de la modificacion. Podemos ahora crear el segmento RS, proporcionar
animacion al punto X y observar que el desplazamiento del punto S se lleva a cabo sobre
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dicho segmento. Asi, mientras el punto P se desplaza sobre el segmento WP el punto S lo
hace sobre RS, pero ademds ambos también se desplazan sobre la perpendicular por X. No
es sencillo “visualizar” en un dibujo estatico estos desplazamientos: un software puede ser
muestro mejor aliado.

Si ahora X permanece fijo y damos animacion al punto R veremos el desplazamiento del
segmento RS en forma continua y paralela al segmento WV lo cual provoca un cambio en

forma continua del angulo PWX y ademas se observa que la “razon” % es igual a la

magnitud del segmento SX: la altura del rectangulo. Es esta la segunda propiedad de nuestra
construccion.

Resumiendo, con la “acumulacion” del area de un rectangulo de altura constante y base
variable construimos una curva de la cual en todo momento conocemos la razon a la que se
estad llevando a cabo dicha acumulacion, la cual esta dada por el valor constante de la altura
del rectangulo.

Finalizamos esta seccion con las siguientes dos preguntas: ;Si la region WXSR es un
cuadrado qué tipo curva o trayectoria describe P? y ;Qué curva describe si la region de
interés es el triangulo rectangulo WXS?

Hemos con la ayuda del Teorema de Barrow y el software Cabri “visualizado” dos
propiedades de la figura en términos de relaciones internas (etapa intrafigural) y preparado
el camino para abordar el Teorema Fundamental del Calculo en su siguiente etapa
(interfigural) la de considerar dichas propiedades como invariantes de un conjunto de
transformaciones posibles. El terreno para establecer la relacion entre acumulacion (area) y
razon (tangente) como invariante de transformaciones esta preparado.

La siguiente etapa la desarrollaré para una region ligeramente diferente y desde luego
mas interesante. En el sistema de coordenadas rectangulares, construyamos la figura 8 con
las siguientes propiedades: a) Tracemos un segmento UV de extremos u y v sobre el eje
horizontal y coloquemos los puntos W (w, 0) y X (x, 0) sobre él, con la finalidad de que

3

al dar animacion a dichos puntos estos sélo se desplacen sobre el segmento, esto nos
permite tener control sobre los desplazamientos de dichos puntos, y visualizar una
determinada region del plano en forma sistematica para su analisis. b) Con la herramienta
“Recta” podemos crear la recta f (no importa el signo de la pendiente) que pase por W'y con
la herramienta “Perpendicular” una perpendicular por X que corte a la recta f en S,
formamos asi el triangulo rectangulo WSX. Si mantenemos al vértice W fijo y damos
animacion al vértice X, ;qué variables que dependen de x estan presentes en dicha
animacion del triangulo? ¢) Podemos ahora con la ayuda de la calculadora del software
calcular la acumulacién de area del tridngulo rectdngulo WSX utilizando las coordenadas de
los vértices, y transferir dicho valor sobre el eje de las ordenadas para determinar el punto
Y (0, Y1), trazando a continuaciéon una perpendicular por él que corta a la perpendicular por

X en el punto P.
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TEOREMA FUNDAMENTAL
Parte |: Funcidén|Area

Yo ! P(3,00;6,00)

$(3,00; 2,00}
¥

X=300 V
TEOREMA FUNDAI’\)ﬂENTAL
Parte I: Funcion|Area

L P(3,00; 6,00)

AREA WSX=6,00

$(3,00; 2,00}
¥

X=300 V
figura 8 figura 9

Surgen ahora un par de preguntas interesantes, si damos animacion a X, ;qué tipo de
curva describe el desplazamiento del punto P? ;Por qué? Ante la clase podemos “desplazar
ligeramente” X con el puntero y pedir a los alumnos que describan la curva de la trayectoria
seguida por P. No es ésta una habilidad sencilla, por el contrario, es dificil tanto para
profesores como para alumnos en general visualizar la trayectoria de P. Si activamos ahora
la traza para P y damos animacion a X surgird la curva correspondiente. La figura 9 muestra
la curva descrita por P como “lugar geométrico”. Es conveniente en este momento “crear”
la parabola correspondiente al lugar geométrico descrito por P con el comando “Conica”.
En lo sucesivo hablaré de estas curvas, y otras mas, en el sentido aqui descrito.

Desde luego que bien podemos llamar a la curva descrita por el punto P “Funcién Area”
o “Funcion Acumulacion”. He constatado que en general los alumnos del ultimo afio de
bachillerato y primer afio de licenciatura del area de ingenieria y fisico-matematicas no han
comprendido que con la acumulacién de area de una determinada region es posible
construir una funcién y mucho menos que con la razén de cambio otra. A la curva que
describe el punto P le llamaremos Y = F(x), e y= f(x) a la que describe S. Se puede

observar que hasta el momento no han aparecido expresiones algebraicas, lo cual puede ser
una ventaja para aquellos que no tienen las herramientas formales necesarias para el tipo de
desarrollo que se da en un curso tradicional. Sin embargo, ha llegado el momento de
introducirlas. ;Cudl es la expresion algebraica de la curva que describe el punto P? Es este
un significativo ejercicio el cual nos permite hallar la “funcién integral” F de una funcion f
con herramientas algebraicas. Dado que la curva F se obtiene de graficar la acumulacion de
area del triangulo WSX, bastara con determinar la expresion algebraica de dicha area como
funcién de x. Pero ;cuadl es la base del tridngulo? Otro aspecto interesante de esta forma de
acercamiento al Teorema Fundamental es la significacion que van adquiriendo los diversos
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elementos presentes en las graficas utilizadas y que estos estan, en general, al alcance de los
alumnos. Bien, para el caso que estamos trabajando: W fijo y X variable. Tenemos que la
base es X —W =x+3 ylaaltura f(x)=3x+1. ;Por qué? Asi, el area como una funcion

2
de la variable x estd dada por A(x)=+5(x+3)(3x+1) :%+ x—i—%, por tanto la expresion
2
algebraica de F como funcion de la variable x estd dada por F (x):%+x+%. Esta

expresion tiene la propiedad F'(x) = f(x), es decir que la funcion F es una antiderivada de

f. Asi, si la funcion F representa la acumulacion de area de la region triangular WSX, f
representa la razon a la que se esta llevando dicha acumulacion, para cualquier valor x del

intervalo (u, v). En particular para x =3, la acumulacion alcanzada es F(x)=6cm’ y la
2 sz

cm
Tenemos, entonces, que la ordenada del punto S(x, f(x)) es igual a la razon a la que

estd cambiando la acumulacion en el punto P, es decir que la pendiente de la recta tangente
L, en este punto, esta dada por m = f(x). Asi, de la tangente L, conocemos un punto Py su

pendiente, y sélo resta calcular el valor de la ordenada en el origen, transferir dicho valor
sobre el eje de las ordenadas para determinar el punto B(0, b) y crear la recta tangente L a
la funcién F en el punto P.

Otra alternativa para trazar la recta L es utilizar el Teorema de Barrow el cual establece
que el punto T se encuentra ubicado a % =t unidades de distancia del punto X sobre el
segmento XW, figura 9, asi con la ayuda de este punto podemos trazar la recta tangente L a
la curva F en el punto P, y de la cual desde luego podemos conocer su pendiente. Al dar
animacion al punto X la recta tangente “envolverd” a la grafica de la pardbola F.

Es posible analizar aspectos cualitativos entre los comportamientos de las curvas F'y f
con este tipo de acercamiento. Por ejemplo, Si la funciéon f tiene pendiente negativa la
paréabola abre hacia arriba, pero si con el puntero “arrastramos” la recta f modificando poco
a poco su pendiente hasta que tome valores negativos observaremos como la concavidad de
la parabola se va modificando hasta que ésta abre hacia abajo. Otro aspecto de interés es
que el vértice de la parabola coincide con el vértice W del triangulo WSX. ;Por qué? ;Qué
comportamiento manifestara la parabola si damos animacion al vértice W?

razon a la cual tiene lugar dicha acumulacion es f(3) =

TE GEEMA FUNDAMENTALIDEL CALCL

.'.!'ul Parte |: Funcién Area

EMA FUNDAMENTAL PEL CALCUL
Parte |: Funcion Area

N e e

AREA WSX =799
AREA WRZ = 2,00
DIFERENEIA AREAS = 6,00

ORRENADA Y = 6,00

S/

figura 10 figura 11
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Para terminar con esta seccidon correspondiente a la primera parte del Teorema
Fundamental presento en la figura 10 otra situacion de interés. El procedimiento para
obtener la situacion mostrada es similar a la anterior, pero en esta ocasion colocamos,
ademds de los puntos W'y X, el punto Z sobre el segmento de extremos u y v. Por Z
trazamos una perpendicular que corte a la funcion f en R con lo que obtenemos los
triangulos semejantes WSX y WRZ, determinamos las correspondientes dareas Yy
determinamos la ordenada Y1 como la diferencia de estas areas, es decir
Y1=drea AWSX — drea AWRZ . Después de transferir este valor sobre el eje de las

ordenadas para construir el punto Y (0, Y1), trazamos por este ultimo una perpendicular que

corte a la perpendicular que pasa por X en el punto P. La curva que describe este ultimo
corresponde a la parabola F. Con toda seguridad, si realizd los ejercicios anteriores ya
podra decir cudl es el comportamiento de la curva F cuando desplazamos X, W o
modificamos la pendiente de la recta f, pero si damos animacion al punto Z obtenemos la
familia de antiderivadas de la funcion F, figura 11. Hasta aqui el primer teorema
fundamental del calculo.

PARTE II DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Empezaremos por
construir una pardbola cualesquiera, figura 12, para ello tracemos como ya es costumbre el
segmento de extremos u y v sobre el eje de las abscisas y sobre €l tracemos el punto
X(x,0), desde luego que esto es con la intencion de tener control sobre la animacion que

se puede dar a dicho punto. Tracemos ahora el foco C de la parabola en cualquier parte del
plano, por ejemplo en la figura 12 esta localizado en el segundo cuadrante y el punto D, por
el cual ha de pasar la directriz, sobre el eje de las ordenadas. De la intercepcion de la
perpendicular por C al eje de las abscisas obtenemos el punto W. De la perpendicular al eje
de las ordenadas por D y la perpendicular al eje de las abscisas por X obtenemos el punto N.
Trazamos a continuacion el segmento CN y la mediatriz de este tltimo, la cual cortara a la
perpendicular por X en P. La curva que describe el punto P al desplazarse X sera la
parabola F' mostrada en la figura y la mediatriz sera la recta tangente L a la parabola en el
punto P, que el dar animacion al punto X envolverd a la pardbola F.
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TEOREMA FUNDAMEN ; TEOREMA FUNDAMENTAL
Parte Il

n =150
P (3,00; 6,52)

denada y/= XS = m = 1,50

U W (-2/00; 0,00 X(300;000) vy U "W (-2/00; 0,00 X (3.00;0,00) v

figura 12 figura 13

Con la herramienta “Ecuacién y Coordenadas” del software podemos determinar la
ecuacion de la funciéon F y con la herramienta “pendiente” la pendiente de la recta L (en la figura
12, m =1.50), transferimos ahora este valor sobre el eje de las ordenadas y por €él trazamos una
perpendicular que corte a la perpendicular por X en el punto S(x, m), asi la ordenada de este
punto serd y =m . Podemos ahora crear la recta f que pasa por los puntos W'y S, a la cual

podemos llamar “funcion tangente”, figura 13, de tal forma que al dar animacion al punto X, el
punto S se desplazard sobre ella y la transformacion que sufre el tridngulo WSX provocard una
acumulacién de area, es decir, la funcion f'es “acumulativa” y el area acumulada para cualquier
valor de x estd dada por F'(x), salvo una “constante”. ;Cudl es el valor de esa constante? Si el
vértice Q de la parabola coincide con el vértice W del triangulo WSX, F'(x) proporcionara el

valor correcto del area acumulada. Es posible modificar la concavidad y la ubicacion de la
parabola arrastrando el foco C o el punto D por el que pasa la directriz.

Abordemos ahora una tUltima situacion de interés, en la construccién correspondiente a la
figura 13 construyamos sobre el segmento de extremos # y v un punto Z(z, 0) entre los punto W

y X, figura 14. Tracemos la recta tangente L/ a la funcion F en el punto Pl(z, Y1)
correspondiente a la abscisa z y la recta tangente L2 en el punto P2(x, Y2) correspondiente a la
abscisa x como se llevo a cabo en el ejemplo anterior. Calculemos la correspondiente pendiente
ml =yl de la tangente L/ y m2 = y2 de la tangente L2 y transferimos ahora estos valores
sobre el eje de las ordenadas y por y1 trazamos la perpendicular que corte a la perpendicular por
Z en el punto R(z, yl) y por y2 la perpendicular que corte a la perpendicular por X en
S(x, y2), podemos ahora crear la recta / que pase por los puntos R y S, la cual interceptara al

eje de las abscisas en el punto ¥, formandose los tridngulos rectangulos semejantes WSX'y WRZ.
Al dar animacion al punto X, el punto S se desplazara sobre la grafica de la funcion /', la cual es
acumulativa, trasformando al tridngulo WSX lo que se reflejard en la acumulacion dada por
darea WSX —drea WRZ 'y cuyo valor puede ser calculado directamente por la diferencia

F(x)— F(w). En otras palabras, fo =F(x)-F(2).
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TEOREMA FUNDAMENTAL:DEL CALCULO

Parte Il: FunciénTangente

XS=m2=2,07
WR=m1=0,88

P2 (4,21; 10,46)
Y2 =10,46

P1 (0,63; 5,16)
Y1=5,16

F(x) - Fiw) = Y2 -Y1 =531

figura 14

OBSERVACIONES La historia y un ambiente computarizado nos permitieron una
visualizacion dinamica del Teorema Fundamental del Calculo, con énfasis en la relacion entre
areas y tangentes, que pone en evidencia los mecanismos generales de su desarrollo: primero
como propiedades internas de una figura, mas tarde como invariantes de transformaciones
posibles y finalmente como variaciones intrinsecas de una estructura.
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Modelado geométrico en el espacio bi y tridimensional de un
Dodecaedro en Cabri Géometre

Sonia Ivonne Cubillos Vanegas
Departamento de Ciencias Basicas
Universidad Jorge Tadeo Lozano. Bogota, Colombia

Educar al estudiante en cuanto al desarrollo de su capacidad de comprension espacial al interior
del espacio bi y tridimensional construido en Cabri II, permite generar procesos de reflexion en
cuanto a las relaciones existentes entre los objetos geométricos y el espacio de referencia
donde éstos se representan; asi como la depuracion de los conceptos de estructura, tension y
movimiento de las formas geométricas, los mismos conceptos necesarios para generar procesos
de creacion (composicion) planteados por Marcolli.

“La auténtica composicion es aquella que se basa en la estructura sin desnaturalizar su
verdad y coherencia formales™

INTRODUCCION:

En el presente trabajo se explica el proceso mediante el cual se puede reflejar las caracteristicas
esenciales de un solido, desde la mirada de la Geometria descriptiva; utilizando como
plataforma digital el software Cabri Géométre II.

Se presentaran ejemplos del uso de Cabri Géométre II, en perspectiva conica, teselaciones, e
interseccion de solidos.

En la universidlad FUNDACION UNIVERSIDAD DE BOGOTA JORGE TADEO LOZANO,
con sede en Bogota (Colombia) se dicta los programas de GEOMETRIA DESCRIPTIVA 1y II
para estudiantes de Bellas Artes, Arquitectura, Disefio Industrial, Disefio grafico, y Disefio de
multimedia.

El servicio docente lo administra y presta el Departamento de Ciencias Bésicas; desde alli
como docente de tiempo completo dicto Geometria Descriptiva I y Geometria Descriptiva II. El
objetivo planteado en las asignaturas es la generacion de estructuras de pensamiento
geométrico, mediante desarrollo de la inteligencia espacial, tan necesaria en estudiantes de los
mencionados perfiles educativos.

La concepcion del programa de las dos asignaturas estd disefiado de tal forma que se le da
prioridad a las actividades académicas donde se generen procesos de andlisis, desarrollo de la
percepcion, abstraccion, interpretacion y reconocimiento de patrones.

Entre los tipos de actividades desarrollados con los estudiantes se utiliza Cabri Géométre 11,
como plataforma digital para la resolucion de problemas, los cuales estan ordenados en
complejidad creciente desde las construcciones geométricas basicas con los conceptos cuando
se trabaja con la regla y el compés, hasta el desarrollo de complejos sistemas de representacion

! Marcolli Atilio. Curso de Educacion Visual. Madrid 1978.Pag. 17.
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propios de la Geometria Descriptiva de Gaspar Monge; asi como problemas de la Geometria
Proyectiva.

La dinamica de la exposicion “MODELADO GEOMETRICO EN EL ESPACIO BI Y
TRIDIMENSIONAL DE UN DODECAEDRO EN CABRI GEOMETRE” estara destinada a
mostrar la utilizacion de Cabri Géométre II, para el desarrollo de proyecciones ortogonales en
vista horizontal y vertical (representacion bidimensional), asi como su representacion
isométrica (representacion tridimensional), con su respectiva animacion.

El uso de Cabri Géométre II, permite visualizar superficies de interseccion de dos solidos;
representaciones bi y tridimensionales de objetos en perspectiva conica con uno, dos y tres
puntos de fuga.

Las modelizaciones de perspectiva con Cabri permiten explorar los sucesos de variacion de los
objetos respecto al espacio, cuando el observador se acerca, se aleja o cuando cambia la
posicion respecto a la altura, permitiendo explorar las posibilidades de la perspectiva aérea.

La exploracion dinamica de las variables que influyen en las representaciones tridimensionales
elaboradas en Cabri permiten al estudiante alcanzar excelentes niveles de comprension
espacial; si se presentan equivocaciones en la concepcion volumétrica, en la proporcionalidad
o en la estructura geométrica del solido construido; Cabri las detecta cuando se somete la figura
a giros. Por lo cual Cabri se constituye en un excelente mediador para los procesos de
abstraccion y compresion espacial involucrados en la ensefianza aprendizaje de la Geometria.

ANTECEDENTES

“Se cree que las computadoras son tecnologias pero el 1apiz, el papel, el boligrafo, los libros, el signo =, el
pizarrén, el alfabeto, no lo son...Pero en realidad si lo son: Son tecnologias inventadas por el ser humano
para servir de amplificadores y re-organizadores a su cognicion. Si adoptamos este punto de vista entonces
la computadora pierde ese aire de instrumento extrafio con el cual la vemos y pasa a formar parte de un
proceso natural de desarrollo sociocultural”™

La naturaleza de la Geometria Descriptiva es la de generar procesos que favorecen el desarrollo
de la comprension espacial. La temadtica incluye la aplicacion de reglas, que no siempre
garantizan la comprension, en muchos casos se aplican en forma mecanica desfavoreciendo
notoriamente la adquisicion de habilidades espaciales.

La aplicacion indiscriminada de reglas ocasiona en muchos casos incoherencias en el proceso
de aprendizaje, porque aunque un estudiante puede llegar a la solucion del problema, no se
puede afirmar que el problema fue comprendido, sin embargo la aplicacion de reglas en forma
mecanica al interior de Cabri no es posible, porque al imprimir el giro a los objetos
tridimensionales, se debe visualizar su volumetria, lo cual es imposible construir si el objeto no
se ha entendido a cabalidad.

2 Moreno Armella Luis. CNVESTAV-IPN, México Evolucién y tecnologia. Memorias del seminario Nacional de
formacion de docentes: Uso de nuevas tecnologias en el Aula de matematicas. Proyecto Incorporacion de Nuevas
Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion Media Colombiana. Editor Ministerio de Educacion
Nacional. Enero del 2002. Bogota. Colombia.
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Cabri permite crear ambientes virtuales, como medio donde el estudiante experimenta, a través
de la construccion de formas tridimensionales, observables simultaneamente en multiples
visualizaciones desde diversos angulos, en este ambito el alumno percibe directamente el uso
de las proyecciones estudiadas en Geometria Descriptiva; potenciando sus posibilidades de
comprension espacial.

En algunos casos los estudiantes comprenden los procesos de abstraccion pero se le dificulta
manifestar las respuestas manuales, Cabri permite resolver problemas geométrico-espaciales,
independientemente del desarrollo de habilidades de motricidad fina.

Para resolver un problema en Cabri se requiere analizar procedimientos para experimentar con
la forma (descubrir sus relaciones de proporcionalidad asi como la estructura entre
componentes) e incluso movilizarse en su interior. El espacio virtual ofrecido por el
computador, permite en cierta forma trabajar como en un taller, con herramientas,
construyendo formas, las cuales. Cuando a los elementos geométricos se les imprimen
movimiento en Cabri, este permite la comprension de lo que sucede cuando una figura cambia
de posicion con respecto a otra, como en el caso de las intersecciones entre objetos
geométricos.

Cabri se convierte en una poderosa herramienta para evaluar los procesos de construccion
geométrica, debido a que si un objeto no cumple con sus relaciones de paralelismo, proporcion,
perpendicularidad entre otras; en el proceso de comprobacion, al rotar el objeto, este se
deforma, esto manifiesta que hay errores en los procesos de concepcion y desarrollo.

Para lo anterior se debe entender la estructura subyacente, ejes, simetrias, rotaciones y demas
relaciones geométricas; de lo contrario el objeto se deformara; esto permite desarrollar una
serie de procesos relacionados con habilidades intelectuales, ademéas de comprender las
dimensiones de dicho espacio.

PRINCIPIOS DE MODELADO GEOMETRICO

“En otras palabras, decimos que el campo sin objeto, aparte de su especifica estructura, no asume
aun un valor espacial; sin embargo, sigue siendo un espacio, pero un espacio vacio. Pero apenas
introducimos en él un objeto, el campo asume inmediatamente un valor de espacio.”

Los principios del modelado bi y tridimensional se estudian en la geometria descriptiva, se
entiende por modelado geométrico el proceso mediante el cual se crean graficas por
computador; lo cual permite analizar y visualizar disefios, o elementos reales o imaginarios.

os modelos creados por computadora manifiestan una gran habilidad de comunicar informacion
geométrica visual, asi como manifestar las propiedades cualitativas y cuantitativas de los
objetos.

En un proceso de Modelado Geométrico convergen, multiples areas del conocimiento, como
son: La visualizacion (entendida esta como proceso de comprension de la informacion grafica
visualizada); La imaginacion (como proceso de produccion, reproduccion y analisis de objetos
reales ideados y /o virtuales); La Geometria Solida (estudio de los objetos tridimensionales), la

3 Marcolli Atilio. Curso de Educacién Visual. Madrid 1978.Pag. 27.
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Geometria Analitica (analiza las propiedades generales y las estructuras de los objetos
geométricos, basadas en operaciones algebraicas y coordenadas de posicion), La Geometria
plana (estudio de las figuras en dos dimensiones).

La Geometria Descriptiva es la rama de la matematica que estudia las propiedades de las
formas bajo un sistema de representacion estandarizada universalmente y permite relacionar,
puntos, lineas, planos y solidos; asi como determinar sus medidas y posicioén en el espacio
cartesiano.

La Geometria Descriptiva fue desarrollada por Gaspar Monge en el siglo XVII, actualmente se
constituye en la base de la comprension de los principios utilizados en la representacion bi y
tridimensional, que se fundamenta en los sistemas de proyeccion, los métodos plantados por
Monge no han cambiado sustancialmente, sin embargo las computadoras han utilizado los
principios de la Geometria descriptiva para crear solidos, y representaciones de elementos y
figuras geométricas en espacios digitales.

Es Ivan Stherland un estudiante Graduado del MIT, el cual en su tesis doctoral, plantea las
bases que sirvieron para desarrollar las graficas interactivas por computador que evolucionaron
hasta convertirse en CAD (programas de dibujo y Disefio Asistido por Computador), la cual en
la actualidad se han convertido en herramientas de disefio y modelado, estos modelos
tridimensionales de representacion son referenciados con respecto a las coordenadas X, Y, Z.

Aunque existen diversas clases de modelado, solo se menciona el modelado en trama de
alambre que seria el mds cercano al que se produce en Cabri, en este sistema se representa la
informacion Geométrica en relacion con coordenadas bidimensionales del objeto (XZ, XY, y
YZ) es una técnica eficiente, pues permite la visualizacion comprensiva, semejando las
cualidades y caracteristicas del objeto geométrico.

PROCESO DE MODELACION GEOMETRICA DE UN DODECAEDRO:

FIGURA 1: Dibujar la estructura base del sistema de proyeccion bidimensional (ubicada sobre
la recta R1): Representar dos de sus proyecciones ortogonales de vistas multiples, vista superior
(también llamada horizontal) y vista frontal (también llamada vertical); adicionalmente se
dibuja la estructura de representacion tridimensional (proyeccién axonométrica isométrica), y
se construye el segmento unidad BC, este permite manejar la escala del dibujo.

Proyecciones ortogonales ( figura nimero 1, parte izquierda): Uo (linea de referencia), el
puntos Wo representa al eje de altura (visto como punto en la superior) el punto Vo representa
el eje V (profundidad), visto como un punto en la frontal; la recta U’o representa el plano
horizontal de referencia, visto de filo en la frontal.

Proyeccion Isométrica: se dibujan tres ejes isométricos:

Eje isométrico U: Representa el ancho.

Eje isométrico V: Representa la profundidad.
Eje isométrico W: Representa la altura.
Punto O: Origen coordenado.
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Figura 2. Construccion de la vista superior, frontal y el dibujo isométrico inferior de un
pentagono regular (1,2,3,4,5) que gira, (éste pentagono representa la base del dodecaedro).

Eecta E1T: Paralela al eje

T que pasa por 1V
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2.1. Se construye la circunferencia C1 de radio BC, el pentdgono se dibuja con base en el
punto 1 (punto sobre objeto), para que pueda girar toda las construccion.

2.2. Para la construccion del isométrico, se traslada con compas las medidas de la vista
superior sobre los ejes isométricos correspondientes asi:

2.2.1.Trasladar con compas la distancia ortogonal Wo-il, sobre el eje U de la isométrica,
marcar la interseccion con el Eje U, como 1U.

2.2.2.Paralela R1V: trazar la paralela al eje V que pasa por 1U.

2.2.3.Trasladar con compds la distancia ortogonal Wo-ilV , sobre el eje V de la isométrica,
marcar la interseccion con el Eje U como 1V.

2.2.4.Paralela R1U: trazar la paralela al eje U que pasa por 1V.

2.2.5.Marcar la interseccion entre las dos paralelas como 1ii.

2.2.6.Realizar la misma operacion con todos los puntos del pentadgono, o en su defecto genera
una macro-construccion que agilice la operacion.

FIGURA 3. Construccion del pentagono regular superior del dodecaedro
3.1.Construccién de la vista superior e isométrica (inferior) del pentdgono regular (6,7,8,9,10),
¢ste representa la tapa superior del poliedro.

;
i
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: . / |

....... . | -
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3.2. Rectas P1 es la perpendicular al lado 3-2 que pasa por el vértice F, la Recta P2 es la
perpendicular al lado 3-4 que pasa por el vértice E .

3.3. El punto 3 constituye la base del circulo que contiene el decagono regular :El punto 3’ es
la interseccion entre las dos perpendiculares P1 y P2.

3.4.Circunferencia C3: de centro en E’ y radio E’-3’, representa la circunferencia donde se
inscribe decagono regular.

FIGURA 4. Construccion del decdgono inscrito en la circunferencia C3: 4.1. Construir un
decagono regular con centro en E’ y radio E’-3’, construir la vista superior e isométrica, del
conjunto de pentdgonos, que constituyen la vista superior e isométrica del dodecaedro; uniendo
los vértices que correspondan, como se muestra en la figura.

4.2. Determinar por construccion de la altura H1 del dodecaedro de la siguiente manera:

4.2.1. Punto M2: Punto medio del lado 2-3, trazar la perpendicular P6 al segmento 7-7° que
pase por el punto 7°.
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4.2.2.Circunferencia C5: con centro en el punto M2 y radio M2-5.

4.2.3.Punto S: Trazar la interseccion entre la recta P6 y la circunferencia C5.

4.2.4.Trazar el segmento H1 el cual es la altura mayor del poliedro.

U'o

e

4.3.2. Circunferencia C5: trazar la circunferencia C5 con centro en el punto 5 y radio 5-4.
4.2.4.Trazar el segmento H2: desde el punto 5’ al punto M trazar el segmento H2 el cual es la
menor altura del poliedro. Trasladar las alturas a la frontal como se muestra en la figura.

4.3.3. Punto M: Trazar la interseccion entre la recta P6 y la circunferencia C6.

4.3.1. Trazar una perpendicular P6 al segmento 5-5° que pase por el punto 5°.
FIGURA 5: Construccion de los puntos del dodecaedro en la vista Frontal:

4.3. Hallar Altura H2 del dodecaedro de la siguiente manera:
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5.1. Construccion de las proyectantes (verticales): Trazar las perpendiculares a Uo, por cada
uno de los puntos de la vista superior.
5.2 Marcar las intersecciones correspondientes entre las lineas horizontales en la vista frontal,
(alturas del poliedro) que pasan por los puntos S°, K’, N°, P’ y las proyectantes (verticales) ;

etiquetar los puntos.

FIGURA 6: Construir el dibujo del poliedro abierto inferior, trazar la vista correspondiente en
la frontal y en la isométrica (para trasladar las alturas se construyen vectores den la frontal y se

FIGURA N° 6

trasladan los puntos del isométrico
inferior segiin los vectores). Ejemplo

 para construir el punto 2 del

isométrico: Dibujar un vector desde
Vo en direccion a P’ en la frontal; con
la herramienta Traslacion, trasladar el
punto 2ii segin el vector Vo-P’.
Realizar la misma operacion con cada
uno de los puntos del dodecaedro;
construir en cada caso los vectores
apropiados para trasladar los puntos.

FIGURA 7: Construir el poliedro superior, en la vista frontal y su correspondiente en el dibujo
isométrica, girar manualmente el punto 1 en la vista superior o animarlo, el dodecaedro girara

alrededor de un eje paralelo W, que pasa por su centro .

FIGURA 7

ROTACIONES: Las rotaciones se efectiian respecto al eje vertical, para este caso el eje

W(altura)
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CONCLUSIONES:

“desde una Educacion controlada por el profesor y donde el estudiante es tan solo un espectador
nos dirigimos hacia esquemas donde el proceso educativo pertenece al alumno, quien se
convierte en el responsable y conductor de su aprendizaje se nos presentan nuevas alternativas
que nos obligan a un replanteamiento de nuestros conceptos pedagogicos, ante la oportunidad de
incorporar nuevas tecnologias que le otorgan interactividad y mayores estimulos al proceso de
ensefianza y aprendizaje”™

Una de las ventajas fundamentales del uso de Cabri es la de permitir encontrar los principios
que caracterizan a un conjunto de elementos geométricos, haciendo de estos un “Familia de
objetos”, como es el caso de las “axonometrias”; y aunque por ser el dodecaedro una figura de
naturaleza regular, no permite una observacion tan clara de los cambios que se pueden apreciar
en otros tipos de figuras no regulares en las cuales la variaciéon de uno de sus componentes
genera una familia de objetos, por ejemplo partiendo de un dibujo isométrico, se puede
construir, la caballera, la militar, la gabinete, la dimétrica y la trimétrica sin tener que volver a
construir de nuevo el objeto, esto realmente es uno de los grandes aportes que por ahora se
pude entrever claramente, con el uso de Cabri II; Permitiéndole al estudiante comprender la
esencia del conjunto de objetos que forman los sistemas de proyeccion.

Las variaciones necesarias para llegar por ejemplo de una representacion isométrica a una
representacion caballera o gabinete, se basan en la aplicacion de trasformaciones geométricas y
en el estudio de sus invariantes; esto abre por tanto un inmenso panorama, para el estudio de la
geometria.

También se aplican los conceptos de trasformaciones cuando se construyen teselados, con
Cabri lo cual permite al estudiante generar estructuras de pensamiento geométrico donde se
entrena en los procedimientos para detectar patrones. de gran utilidad en los procesos creativos
relacionados con disefio.

Las ventajas del uso de Cabri II, en el aula de clase especificamente hablando de la ensefianza
de la Geometria Descriptiva, permite generar una mayor precision, en el desarrollo de
problemas con respecto a los elaborados a mano.

Facilidad de visualizacion: En el caso especifico de Cabri la visualizacion es muy diferente a
los modeladores CAD; porque permite el control por parte del usuario, el sdlido gira
simultdineamente en todas las vistas a voluntad, (ya sea manualmente o por animacion), lo cual
permite generar visualizaciones multiples en movimiento, mientras que la imagen en un
modelador CAD es estatica.

Comprobacion de conceptos a partir del cambio de posicion de objetos: Se pueden generar
cambios dindmicos de un objeto con respecto a otro, mientras uno de los objetos geométricos
permanece estatico el otro objeto puede moverse con diversos grados de libertad, lo cual

* Conferencia de la telecapacitacion. Calidad y masificacion de aprendizaje. Abstract. Proyecto Telecom.
Ponencia sobre conocimiento Global 97. Bogot4, junio 23 de 1997.
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permite visualizar los comportamientos de los objetos entre si, permitiendo el analisis de las
relaciones entre los diversos objetos geométricos.

La capacidad de Cabri de ofrecer graficas en movimiento como las animaciones, permite
establecer las relaciones entre objetos, asi como su posicion espacial.

Como apoyo a los procesos de ensefianza del docente, el cual utiliza el material en el aula de
clase, para exponer conceptos, o para que el estudiante repase o comprenda ejercicios ya
elaborados, debido a la opcidn de “Revisar construccion”.

El uso de Cabri géometre genera motivacion y expectativas en los estudiantes, debido al
planteamiento de retos en los procesos de resolucion de problemas.

Como desventaja cabe anotar que al comienzo del aprendizaje debido a la gran cantidad de
conceptos, involucrados en el uso de las herramientas, los estudiantes, manifiestan dificultades
en aprenderlo; pero una vez superada esta fase inicial, les gusta por la capacidad ludica que se
genera practicamente, de manera natural.

Todas estas posibilidades permiten la potencializaciéon de la comprension espacial debido al
movimiento, contrario a las percepciones estaticas del espacio reproducidas en papel.

Tendria que estudiarse a fondo los conceptos de isometrias aplicados a la Geometria
Descriptiva, el conocimiento y aplicacion de las rotaciones, traslaciones, simetrias axiales y
simetrias centrales con sus correspondientes grupos, asi como el estudio de las invariantes
geométricas en Cabri, es un gran tema de estudio que esta por construirse e investigarse, y que
aportaria un nuevo norte a la ensefianza aprendizaje de la Geometria Descriptiva.

Es necesario aclarar que la ensenanza de la Geometria Descriptiva debe integrar, multiples
técnicas de comprension espacial, ademas de la proporcionada por un entono asistido por
computador; el aprendizaje real debe poder ser expresado en multiples medios, desde el papel,
la maqueta o el entorno computarizado; sin embargo las facilidades que ofrece el espacio
digital es sin lugar a dudas un espacio motivante y enriquecedor para lograr objetivos
académicos.
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La rigidez geométrica como obstaculo para el desarrollo del Razonamiento

Geométrico en un ambiente Cabri

Victor Larios Osorio (vil@uag.mx)

Universidad Auténoma de Querétaro, Fac. de Ingenieria

Nivel: Secundaria.

Eje tematico: Experiencias educativas alrededor del uso de Cabri en la clase.

RESUMEN: Cabri-Géométre proporciona un ambiente que ofrece la posibilidad de desarrollar el razonamiento geométrico a alumnos
proveyéndoles de herramientas que les permitan aprender a construir demostraciones geométricas y, de manera mas general, aprender
Geometria. Sin embargo, durante el uso del software pueden manifestarse conductas por parte de los estudiantes que representan un
desafio para los profesores que asumen el reto de utilizarlo. En este trabajo se reportan los avances de una investigacion dirigida al
estudio de la construccion de la demostracion geométrica en un ambiente con Cabri con alumnos de secundaria, y se incluyen
observaciones realizadas en cuanto a la preferencia de los estudiantes por hacer (y manejar) construcciones geométricas con formas

“estandar” e ignorando las potencialidades dinamicas que proporciona la funcion de arrastre del software.

En el ultimo par de afos he estado realizando un proyecto de investigacion dirigido al
estudio de los argumentos que producen alumnos de secundaria durante la construccion de
la demostracién geométrica en un ambiente de Geometria Dindmica utilizando el programa
Cabri-Géometre. El interés surgi6 mas que nada porque a pesar de que este programa
ofrece la oportunidad de estudiar la Geometria por medio de la investigacion y la
experimentacion, también introduce nuevos retos en el ambiente escolar que tienen que ser

estudiados e investigados.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El rasgo principal del software para Geometria Dindmica (SGD), incluyendo
Cabri-Géometre, es la posibilidad de mover los elementos de las construcciones por medio
del arrastre. La aprehension de la potencialidad de esta operacion, que puede ayudar a
diferenciar entre figura y dibujo (o diagrama) (Laborde y Capponi, 1994:168), parece que
no es necesariamente automatica, pero si puede afectar la percepcion de las construcciones
geométricas realizadas en la pantalla, asi como la conviccion sobre su grado de generalidad.
Ademas, existen fenomenos relacionados con una rigidez en la percepcion y en el manejo
mental de las figuras geométricas, lo cual ha llevado a interesarnos en observar los

problemas que surgen al manifestarse €stos ultimos al utilizar instrumentos de SGD.
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MARCO TEORICO

Antes que nada, es importante sefialar que con el término rigidez geométrica (utilizado
desde el titulo del texto) me refiero a la incapacidad del individuo para manejar
mentalmente una figura geométrica cuando ésta no se encuentra ciertas posiciones
“estandares” o no pueden imaginar la figura cuando se mueve (bajo una traslacion) o
cuando cambia su forma (cuando sus lados cambian de posicion o sus angulos se
modifican, por ejemplo).

En otras palabras, existe la incapacidad de los estudiantes para imaginar el posible
movimiento de las figuras o partes de las construcciones (precisamente uno de los
principales rasgos del SGD) que la transformaria en otra construccion, o para explorar
mentalmente otras posibilidades de construccion. Esta incapacidad se refleja, por ejemplo,
en las preferencias por utilizar figuras con una cierta orientacion “estandar”.

Ademas, Maracci (2001:335-336) menciona que cuando los estudiantes dibujan figuras,
intentan armonizar los aspectos conceptuales y figurales,' lo que los lleva a realizar un
esfuerzo para construir un dibujo satisfactorio con estas caracteristicas:

e ‘“un dibujo deberia representar correctamente la situacion geométrica en consideracion,
la interpretacion de los estudiantes de la situacion dada y del dibujo producido deberia
ser consistente;

e “un dibujo deberia ser reconocido como suficientemente genérico;

e ‘“un dibujo deberia poseer una buena gestalt, deberia satisfacer las leyes fundamentales
que controlan los procesos basicos de percepcion”.

Posiblemente las preferencias de los estudiantes se debe a una necesidad de construir
dibujos satisfactorios, que los convenzan, lo cual resulta en una cierta figura con una
orientacion especifica (que incluso coincida con las figuras de fuentes “autoritarias” como

son los libros de texto y las clases de Geometria).

METODOLOGIA

En el experimento realizado participaron 38 alumnos de 13 y 14 afos de edad
organizados en equipos de uno o dos participantes a fin de que cada uno de éstos utilizaran

una de un total de 20 computadoras personales. El trabajo fue realizado en diez sesiones de

' Desde el punto de vista de Fischbein (1993), las figuras geométricas son conceptos figurales que pueden ser
manejados tanto como objetos, como conceptos.
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50 minutos cada una, con la presencia del investigador y de la profesora del grupo cuyos
papeles principales fue proporcionarles las hojas de trabajo que tenian que llenar en equipo
y ayudarles en caso de dificultades en el uso del software. Las hojas de trabajo les eran
proporcionadas al inicio de las sesiones y se les recogian al finalizar éstas; en el caso de que
alglin equipo no terminara de llenar alguna de las hojas de trabajo se les regresaba la
siguiente sesion.

Estas hojas de trabajo correspondieron a nueve actividades (mencionadas mas abajo)
disefiadas con contenido geométrico relacionado con, primero, tridngulos y sus tridngulos
de los puntos medios (obtenidos uniendo con segmentos los puntos medios de los lados del
triangulo original) y, después, cuadrilateros y sus cuadrilateros de los puntos medios
(obtenidos de manera similar).

Las actividades de los triangulos fueron:

T1. Construccion de un triangulo y de su tridngulo de los puntos medios, asi como la

observacion del paralelismo entre los lados de ambos triangulos.

T2. Construccion de un tridngulo y su tridngulo de los puntos medios a partir de las
propiedades de paralelismo entre los lados del tridngulo (la situacion reciproca a la
de la actividad anterior).

T3. Propuesta de una procedimiento para construir el triangulo original a partir de su
triangulo de los puntos medios.

T4. Aplicacion del procedimiento de la actividad anterior, asi como su verificacion y su
justificacion. En esta actividad es necesario tomar en cuenta las condiciones
iniciales observadas en las actividades anteriores.

Las actividades de los cuadrilateros fueron:

C1. Construccion de un cuadrilatero y de su cuadrilatero de los puntos medios, asi como
la observacion de las relaciones y propiedades.

C2. Exploraciéon de las relaciones entre las diagonales del cuadrildtero y de su
cuadrilatero de los puntos medios a fin de justificar el paralelismo entre los lados de
éste ultimo.

C3. Observacion del caso de un cuadrilatero concavo y justificacion de la propiedad de

paralelismo de los lados de su cuadrilatero de los puntos medios.
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(4. Propuesta de un procedimiento para construir un cuadrilatero a partir de su
cuadrildtero de los puntos medios. Nuevamente los estudiantes deben considerar
como condiciones iniciales las propiedades observadas previamente.

Todas estas actividades se relacionaron como sigue:

oo
@%@@

Fig. 1.
Primero las actividades permitieron a los estudiantes explorar construcciones de los
triangulos y los cuadrilateros a fin de proponer algunas observaciones; posteriormente
tuvieron que justificar las observaciones o explicarlas. Este proceso fue realizado varias

veces, tanto dentro de las actividades como entre ellas.

RESULTADOS CON RESPECTO A LA RIGIDEZ GEOMETRICA

Como se dijo antes, cuando se usa el término rigidez geométrica, no nos referimos a la
capacidad o falta de esta por parte de los estudiantes para identificar una figura, sino a la
“comodidad” de los estudiantes por manejar figuras con una cierta orientaciéon o forma.
Durante las actividades con triangulos, por ejemplo, se notdé la tendencia de utilizar
tridngulos iso6sceles (e incluso casi equilateros), evitando el uso de escalenos u obtusos, a
pesar de que en varias ocasiones a diversos equipos les fue deformada la construccion por
parte del investigador y la profesora. Por ejemplo, el equipo identificado por 14-18 (los

numeros de lista de sus integrantes) en la actividad 73 contest6 a la siguiente pregunta:

3.b) El triangulo chico (con el que van a empezar), ;necesita tener alguna propiedad

especial? si que sus 3 lados son iguales

Lo cual, ademas de la aparente busqueda de construcciones convincentes y armoniosas

(en el sentido de Maracci) qued6 mas en evidencia en la siguiente respuesta:

4. Escriban el procedimiento en el que pensaron para construir el tridngulo grande: En

hacer 3 triangulos de la misma medida en cada lado del primer triangulo

Por otro lado, se observo que la operacion de arrastre no necesariamente es utilizada

como medio de validacion de la construccion, sino como una herramienta para “acomodar a
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0jo” construcciones que carecen de dinamicidad y que son diagramas estaticos. Es decir,
los alumnos que mostraron esta conducta no solo parecian no poder manipular las figuras
mentalmente, sino tampoco en la pantalla de la computadora. Por ejemplo, el equipo 10-41

en la actividad 73 apunt6:

4. Escriban el procedimiento en el que pensaron para construir el tridngulo grande:

ponerle en la opcidén de punto y poner tres puntos, unirlos con segmentos v queda el

triangulo chicho, despues ponerle en la opcion J v mover el mouse hasta que sus lineas

pasen por los puntos del chico

Finalmente, se observod el fendémeno que he llamado arrastre discreto o paso a paso, el
cual consiste en considerar s6lo dos casos durante el arrastre: la construccion que se hizo
antes de la operacion de arrastre y la Gltima que se obtiene cuando se detiene el arrastre,
pues los momentos intermedios del movimiento no son percibidos como casos posibles de
la construccion, sino sélo diagramas intermedios que no tienen el mismo status como
construcciéon geométrica que el primer y el ultimo pasos. El siguiente didlogo entre la
profesora y un alumno ilustra esta situacion:

Profra:  (Después de arrastrar un vértice varias veces) “;Ves todos los tridngulos que

se forman?”

Alumno: “Solo se forman dos.”

La respuesta del alumno se refiere al primer y al ultimo tridngulos. Este tipo de

comentarios fue acompafiado con actitudes de indeferencia hacia los casos intermedios.

COMENTARIOS FINALES

A pesar de que los estudiantes parecen conocer el concepto de tridngulo y expresarlo sin
hacer referencia a aspectos relacionados con la orientacién, cuando manejan las figuras
aparece el hecho de que la interpretacion de una figura depende principalmente de sus
limitantes figurales, lo cual quiere decir —en palabras de Fischbein (1993:155)— que “la
tendencia a abandonar la definicion bajo la presion de limitantes figurales, representa un
grave obstaculo en el razonamiento geométrico”. Esta situacion implica algunos obstaculos
cuando se usa un software que tiene una correspondencia logica con la Geometria como es
Cabri-Géometre. Ademads, este fendmeno parece llevar a que los estudiantes no sean

capaces de apreciar las rasgos del software dindmico, porque “para apreciar esta
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informacion visual [la proporcionada por el software], es crucial que ellos [los estudiantes]
superen los obstaculos asociados con los diagramas” (Yerushalmy y Chazan, 1993:31)

Fendémenos como el del arrastre discreto nos muestran que la aprehension del rasgo
dindmico del software no es automatica y si, en cambio, requiere de un desarrollo
cognitivo, existiendo la posibilidad de los alumnos desechen operaciones basadas en este
rasgo, como es el arrastre como un medio de validacion de que tan correcta es
(Mariotti, 2000) y s6lo lo usen para “acomodar” el dibujo.

Es necesario tomar este fendmeno en cuenta y estar preparado a fin de evitar los
fracasos (los cuales podrian ocurrir incluso antes de comenzar a utilizar el software). El
proceso que hace capaces a los estudiantes para capturar la potencialidad del rasgo
dindmico de un SGD no es automatico, sino que necesita desarrollo cognitivo. Aun cuando
el software podria ayudar a eliminar la rigidez geométrica debido a sus caracteristicas,
también es posible que algunos profesores (y algunos estudiantes) se desanimen para usarlo

si no se dan cuenta de este obstaculo.
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Talleres para
Estudiantes



Pasos para proyectar el plano a una esfera
Roberto Gémez Morin
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas UA de C

1. Construya un circulo con centro en un punto llamado “c”.
2. Coloque un punto dentro del circulo y llamelo “Norte”.
3. Use la macro “ecuador”.

4. Coloque un punto arbitrario en el ecuador y llamelo “r”.
5. Use la macro “ejes”.

6. Aparezca los ejes de predeterminados de cabri.

7. Coloque un punto en estos ejes, llamelo “x™.

8. Utilice la macro “eje a eje”.

9. Use la macro “meridia”.

10. Use la macro “punto esférico”.

11. Pruebe curvas y observe su lugar geométrico.

12. Si desea otro punto repita del 7 al 11.

Nota: Las instrucciones de cada macro vienen consigo.

Macro Ecuador
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QGrafica en cabri

Pero girando 90°

Sabemos que todo lo que este en el circulo girando 90° quedara un mismo
meridiano que aparentara ser una recta. Lo cual el norte asi como e2 estard de
frente y por la parte trasera sury el.
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* norte

Y trazaremos otros dos puntos que
seran la  interseccion de la
mediatriz de norte-sur con la esfera
estos seran el eje mayor y el
segmento el’-e2’ seran el eje
menor, ahora si se puede trazar a
partir de estos puntos el ecuador

*norte

SUr o
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Macro ejes

Se traza un vector origen “c”’ y final, “r”,
y se proyecta a la esfera, con la finalidad
de encontrar un punto ortogonal

Se traza un segmento “r’-c” y
se calcula las intersecciones de
la perpendicular al segmento

(1P

“r’-c” que pasa por “c

Tome la interseccion mas cercana
girando hacia las manecillas del reloj
y llamelo “ s> 7, inmediatamente,
proyéctelo al ecuador, llamelo S

Trace el vector origen ““c” fin “S”.

Traslade el punto sur segtn el vector
“s-c 7, y llamelo X, asi mismo con
el vector “c-r”, llamelo Y.

Con el comando nuevos ejes de clic
en “sur”, “X” ¢ “Y”.
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Macro eje a eje

predeterminados, pregunte
coordenadas del punto en el

(0.79, 0.95) predeterminado

1'X

1

Traslade las coordenadas del eje
predeterminado al nuevo eje. —
Tomando en cuenta que el X al -~
nuevo X, Y al nuevo Y. Trace ]
paralelas a los ejes que pase por
los puntos trasladados

-

-
-

_—

(0.79, 0.95)
"X

) llamara Z
[(0.79, 0.95]
1 e
1
IberoCabri 2004 238 Taller estudiantil: Pasos para proyectar el plano ...

R. Gomez

Dado el punto en coordenadas en los ejes

El punto de interseccion de las
paralelas sera el  punto
trasladado al eje, el cual se le



Macro meridia

A partir de un punto Z
en el plano de la esfera,
trace un segmento sur-
Z, trace la paralela a
este segmento, que pase
por el punto C. Y tome
la interseccion con el
ecuador y el que en
apariencia sea el frente
como se muestra

A partir de estos puntos se
podra hacer una elipse Unica,
que tiene que las siguientes
caracteristicas:

1.- Que al hacer el recorrido
norte hasta A, no tenga
necesariamente que rozar al
borde de la circunferencia.

2.- Que sea el radio de Ia
circunferencia sea igual al
semieje mayor de la elipse.

Esta elipse sera el producto final
de esta macro
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Macro punto esférico

Se encuentra la interseccion de la
semirrecta y el meridiano. Este
sera el producto de la macro y se
le llamara punto esférico

IberoCabri 2004
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Dados el punto Z, que esta
en los ejes de la esfera, su
meridiano, norte y la esfera.
Se trazara una semirrecta
del norte hacia el punto Z.

Taller estudiantil: Pasos para proyectar el plano ...
R. Gomez









Bailes de Veracruz y
Durango




Colombia, Cuba,
Francia, México




Cena cortesia de
Jean-Marie Laborde




Cena para dos



La cuenta?...
Y yo porqué?

G

Ni modo, habrd qgue
dejar la camara ...

No se apuren,
ya estd pagado ...




Alexandre,
Federica Alicia




Grupo XVIIT
y mas ...

i Ner ,




Marco, Soto, Roberto,
hu




Robert Roberto, Federica

@

&
1
2 C""ﬂfeso ]nternauom

| ; S
IRERI AR
i3 ""\\\.'1\;‘\

Saltillo, Coahuila, Mexyico. Junio 2,9 y 4 de

ﬁ \




Plenaria Federica
Olivero

S

s

- ¥F o]
20 Congresodnternicio’

Pl v § e 2004
Saleilio Coahutla Meyica Junio &,y 4 8¢5



Plenaria Eugenio
Diaz Barriga




Plenaria
Colette




| di e P

Plenarias R il i




Colette,
Haydée, Julio,







Indice de
autores



Indice alfabético de autores

Aguirre Tapia, Minerva
Barroso Campos, Ricardo
Branada de la Barra, Marta
Calzetti, Sandra
Camargo Uribe, Leonor
Canepa, Ana Inés
Cardona, Carlos Alberto
Carneiro, José Paulo
Codina Sanchez, Antonio
Corti, Paula
Cubillos Vanegas, Sonia
217
De Le6én Davila, Emilio
150
Diaz Barriga Arceo, Eugenio
117

103
45
169
&5
197
85
145
140
103
85
145,

113,

38,

Dos Santos Vaz Martins, J. Alexandre

90
Dusséan, Natalie
Fayo, Alicia Noemi
Fayo, Maria Cristina
Gallegos Gamiz, Gerardo
Go6mez Morin, Roberto

Grupo de Investigacion Mat. XVIII

85
Laborde, Colette
Larios Osorio, Victor
217
Ledesma Ruiz, Alfonso
Loépez Hernandez, Maria Teresa
150
Lozano Moreno, Lorenza
Meza V., Rafael A.
Moreno Gordillo, Julio Antonio
Ocaiia, Julio César
Ocafia Gomez, Adelina
Olivero, Federica
Orozco Aguirre, Maria Eugenia
Ortiz, Maria Teresa
Pérez Huerta, Jorge Alonso
Pizarro Aguilera, D. Carmen
Pluvinage, Francois

145
85
85

155

234

110,

126
113,

176
207
130
145
145
17
113
&5
193
169
79

Rivera Diaz, Andrés 162
Sandoval Caceres, Ivonne T. 186
Trozzoli, Mabel 85
Wanderley, Augusto J.M. 140



	IberoCabri 2004
	Conferencias (ligas) (videos)
	Memorias (documentos)
	Conferencias
	Plenarias
	Colette Laborde
	Federica Olivero
	Eugenio Díaz-Barriga

	Video Conferencias
	Ricardo Barroso
	François Pluvinage


	Minicursos
	Grupo XVIII Argentina
	Alexandre dos Santos

	Talleres
	Minerva Aguirre, Antonio Codina
	Victor Larios
	Emilio De León, Teresa López, Eugenia Orozco
	Eugenio Díaz Barriga
	Alfonso Ledesma
	Julio Moreno
	Augusto Wanderley, Jose Carneiro
	Estudiantil
	Roberto Gomez


	Reportes
	Divulgacion
	Adelina Ocaña
	Emilio De Leon, Teresa Lopez

	Avances de Tesis
	Gerardo Gallegos

	Investigacion
	Andres Rivera
	Marta Branada, Carmen Pizarro
	Lorenza Lozano
	Ivonne Sandoval
	Jorge Perez
	Leonor Camargo
	Rafael Meza
	Sonia Cubillos
	Victor Larios



	Fotos IberoCabri
	Bailes
	Cena
	Exposiciones
	Talamas Talamas

	Índice de autores
	Índice alfabético





